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SUR LA REPARTITION DES ZEROS D’UNE CLASSE DE POLYNOMES
D.M. Simeunovié¢

(Communiqué le 28. X 1977.)

On considere, dans cet article, le polyndéme
(1) P(z) =ap+ a1z + a22” + - - + ap2"” (n>2)

et la répartition de ses zéros le plan complexe sous I’hypotheése que ses coefficients
ay, satisfont aux conditions

a a Qp—
ar, >0 (k=0,1,2,...,n) et 0< 2 <22l
ai as (479
ou plus généralement
a a Qp
lag] >0 (k=0,1,2,....n) et 0< || < |=|< - < |22
ay a9 (07%%

On démontre, sous ces conditions, les théoremes suivants, quant au polyndéme

(1).
THEOREME 1. Sil’on a, dans (1), ap, >0 (k=0,1,2,... ,n) et
(2) ak2 Z 4ak71ak+1 (k = 1)27 ORI 1)>

le polynéme (1) ne posséde que des zéros négatifs simples, un seul dans chacun des
intervalles

3) <_@,0>, <_E,_@> . (_2%1,_2@”_2)_
a1 a2 a1 Qp, Ap—1

THEOREME 2. Sion a, dans (1), ap > 0(k=0,1,2,... ,n) et

(4) a’k2 > 2ak—1ak+1 (k = 1727 DRI 1)7
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le polynome (1) n’a pas de zéros dans le domaine

—5 Sarg{z} < 7.

THEOREME 3. Si on a, dans (1), lag| >0 (k=0,1,2,... ,n)
(5) |ak|2 > 5|ak_1ak+1| (k=1,2,...,n—1),
alors le polynéme (1) est différent de zéro a la limite de chaque anneaw circulaire

ap—2 ag—1

(6) V5 <zl < V5 (k=2,3,...n)

Gf—1

et n’a qu’un zéro a lintérieur de chacun d’euz.

Les théorémes 1, 2 et 3 qui on trait au polyndéme (1) sont valables, sous les
mémos conditions, pour la fonction entiere

(7 f(z):a0+a12+a2z2+...+anzn+___

La démonstration des théorémes 2 et 3, dans le cas de la fonction entiere (7) est
identique a celle du polynéme (1). Pour démontrer le théoreme 1 dans le cas de la
fonction entiere (7) on considére la suite des polynémes

Pn(z):a0+a1z+a2z2+---+anz” (n:374))

c’est-a-dire la suite des sommes partielles de la série (7).
On considere, dans [1], la fonction entiere

z 22 z"

(8) fR)=1+ =+ —+ -+ —— +--
r1 rir2 rir2 - Tn
et la répartition, dans le plan complexe, des ses zéros, sous I’hipothese que les
ri, satisfont aux conditions 1 < r < ry < -+ < rp--- ou plus généralement
1 <|ri| <|r2] <--- <|rp] < ---. Les théoremes sont démontrés pour la fonction
(8):
(i) Sirt > 1et % >2 (k=1,2,...), la fonction (8) n’a pas de zéros dans
le région
T <arg{z} < I
g = MBS =7

(i) Sirg > let r’;% >4 (k=1,2,...), la fonction (8) n’a que des zéros
simples négatifs, un dans chaque intervalle

(—27“1,0), (—2rk+1,—2rk), (k = 1,2,...).
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>5(k=1,2,...),

la fonction (8) est différente de zéro sur la limite de chaque anneau circulaire

9) Virearsl <lzl <Vlrkreal  (B=1,2,...), (Iro] =1)

et n’a qu'un zéro a l'interieur de chacun d’eux.

(i) Si les 7, sont réels ou complexe, et si |ri| < 1 et

TEe+1
Tk

Si on pose, dans (8), 1 = a, r’;;zl = a2, on obtient la fonction
ad 2
(10) Z a=F 2k,
k=0

Dans [2, tome II, p. 69, probléme 176], c’est-a-dire [2, tome I, p. 123, probléme
200], G. Pdlya et G. Szeg6 on démontré que

1) pour a > 2 la fonction (10) n’a que des zéros négatifs réels,

2) pour |a| > 2,5 la fonction (10) est différente de zéro a la limite de chaque
anneau circulaire

|2k—2

la <lz| < a** (k=1,2,...)

et n’a, a 'intérieur de chacun d’eux, qu’un zéro.

Les théorémes (ii) et (iii) représentent la généralisation des résultats 1) et 2)
de G. Pélya et G. Szegs. Les méthodes de démonstration des théorémes (ii) et (iii)
données dans [1] sont semblables aux méthodes de démonstration de 1) et 2) de G.
Pélya et G. Szegé [2].

REMARQUE. On peut prendre, dans les théoremes (i), (ii), et (iii), ry > 0,
respectivement |ri| > 0, alors qu’on peut prendre, dans (iii), c¢’est-a-dire dans (9)
I’anneau

il <lel < VBl (k=1,2,...), (ro| = 1).

Les théoremes (i), (ii) et (iii) qui consideérent la fonction entiere (8), sont
valable, sous les mémes conditions, pour chaque somme partielle

z 22 z"

(11) fa2) =14+ =4 — ...+ —=———  (n=3,4,...).

T rir2 rira:-+Tn

Les théoremes 1, 2, et 3 que se rapportent au polynéme (1) s’obtiennent
simplement des théorémes (i), (ii) et (iii), démontrés dans [1], avec la différence
qu’on y prend, au lieu de r; > 1, resp. |r1| > 1,71 > 0, resp. |r1| > 0, en ramenant
au préalble le polynéme (1) & la forme (11).

Afin de pouvoir obtenir d’autres conclusions sur les zéros du polynome (1),
nous démontrerons ici completement les théoremes 1, 2, et 3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Considerons un polynéme de la forme

z 22 Zn

(12) Qiz)=1+"4+ "+ +

— 2 (n>2)
1 m@r riro---Tp
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otonal<r <r < -+ <7, Le module du k-itme terme de (12) est
maximal pour r, < |z| < rpy1(k = 1,2,...,n — 1). Les modules des termes de
(12) croissent continument, du premier jusqu’au terme maximal, pour ces valeurs
de z, et décroissent ensuite du terme maximal jusqu’au dernier [2, tome I, p. 20,
probleme 117].

Soit (ri72---rr) " (—z)* le terme maximal dans (12) pour z = —z(z > 0).
Nous avons alors

Q(=a)(riry i) ™ (—2)* =

T 1.2 mnfk
—(1- -2« + (=1 n'»—)
(13) < Tk+1 Tk+1Tk4-2 ( ) Tek+1TE42 " Tn
e TETR— TRTh_1 - T x r
Tk kl;l____+(_1)kkk1k Lo _ Tk
x x x Thi1 T
Pour z = 2r; et 2 > 4, cest-d-dire - < L(k = 1,2,...,n — 1) il résulte
k Tk+1
de (13)
1 2
(14) Q(=2r)(rirs 1) H(=2rp)F > = — =& >
2 Ty

De (12) on a Q(0) > 0 et de (14)
(15) Q(—2r1) <0, Q(—2rz)>0,...,(-1)"Q(—2r,) > 0.
(Dans la deuxieme inégalité (15), pour n = 2 et ry = 471 la signe > devient =). Il
résulte de (15) que Q(z) n’a que des zéros négatifs simples, exactement n(n > 2),
a rasion d’un par intervalle

(16) (_2T130)7 (_27°k+1,—27°k), (k = 1727"' o — 1)

Si on divile par ag le polynéme (1), on obtient

P(z z 22 2"
(17) L:]'—'_W—'_W—'_-.-—'—W'
o a;  ax an
Le polynéme (17) peut se mettre sous la forme
P(2) z 22 2"
(18) =ltgtg ot ta o ms ms
ao a1 a1 az a1 az Ap—1 Qn
Si on pose, dans (18) 42 =1, % =1s,..., a;: =7, et Pa(oz) = (z), on obtient

le polynéme (12). Les conditions

O<ri<ro<---<rp



Sur la répartition des zéros d’une classe de polynomes 191

et -
Mlsq (k=1,2,...,n—1)
Tk
se réduisent maintenant aux conditious a > 0 (k = 1,2,...,n), 0 < DL

- < 221 et conditions (2), et les intervalles (16) aux intervalles (3), ce qui
démontre le théoreme 1.

CONSEQUENCE DU THEOREME 1. Si on a, dans le polynéome (1) ax > 0(k =
0,1,2,...,n) et ap® > ap_1apr1(k =1,2,... ,n — 1) et si la condition
as> >4das_1a541
est satisfaite pour un nombre impair k = s < n, le polynome (1) a au moins un
zéro dans intervalle (—%;—5’1,0).

DEMONSTRATION.  Si dans (12) 25 > 1 (k = 1,2,...,n — 1), et si la

condition % > 4 est remplie pour un nombre impair k = s < n, on obtient pour

z = —2r,, de (13)
Q(=2r5)(r17s -+ 15) "L (—=2rg)* = ll 2 N ( 2, )2 <7«s+1>

Ts+1 rs+1 Ts+2

27 ° Ts+1 ? T's42 1 1 (rs 1
— + e —_ + — —

Ts+1 Ts42 Ts43 2 4 Ts

_ L1 F (e +...>1_2rs >0,
8 Ts Ts—1 2 Ts+1

ce qui signifie que Q(—2rs) < 0. Etant donné que Q(0) > 0, le polynéme @Q(z) a
au moins un zeros dans l'intervalle (—2r,,0). Les conditions 71 > 0 et r’;% >1

(k =1,2,...,n—1), avec = > 4 pour un k = s < n impair, valable pour
Q(z), se réduisent, dans ce cas du polynéme (1), & ar > 0 (k =0,1,2,...,n) et
ar? > ap_1apr1 (k= 1,2,,...,n — 1), et pour k = s < n impair, a la condition

as? > 4as_1asy1, alors que lintervalle (—2rg,0) qui ce rapporte & Q(z), se réduit

a la suite de ry = == dans le cas du polynéme (1), & 'intervalle (— 2“;’1 ,0), ce

as

qui démontre la conséquence du théoréme 1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Pour 0 < |z| < r; (12) n’a pas zéros,
ainsi que letablit le théoreme de Kakeya [2, tome I, section III, probléme 22].

Soient —Z < arg{z} < I, z = |z|e?’. Pourr), < |2| < rp1(k =1,2,... ,n—1)
nous écrirons (12) dans la forme

Q)= i [ (e ) o (e )

PiTy TR Tkl % Pl T2 22

Ce k+1
(19) -+ < o - rl) + ( ° ) +

Te+1TE4+2 """ T2k Tk+1Tk4+2 " T2k+1

Zn—k
+— .
Tk4+1Tk4+2 """ Tn
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La partie réelle entre les crochets (19) est égale a

2 r 2|2 TrRTh—
1+< | | +_k>cose+< | | + k k21>C0320+
rre1 2] Tk41Tk+2 |z

(20) - -+ ( Gl + Tka—1k Tl) cos k6 +
Tey1Th42 """ T2k ||
|Z|k+1 |Z|nfk
+ cos(k+1)0+---+ | ————— ) cos(n — k)6.
Te4+1Tk42 """ T2k+1 Tk4+1Tk+2 """ Tn

Nous démontrerons que I’expression (20) est positive pour —F < arg{z} =60 < 7

et % >2(k=1,2,...n—1). Etant donné que les dérivées secondes par rapport
ke

a |z|, de chacune des fonctions

|2 rk> ( |2]2 rkrk1>
p1(|2]) = + =1, v20|2]) = + yeee s
1(l=) (rk_H |z 2(/2]) Tht1Th42 |z]?

oullal) = (—EL—y mnon),
S|kt
prsh = (L )oeens

Th+1Tk+2 """ T2k |2|¥
Tk+1Tk4+2 " T2k+1

|Z|n—k
on—k(lz) = ————
Tk41Tk4+2 " " Tn

sont non négatives, les ¢; sont des fonctions convexes vers le bas, et pour ri, < |z| <
rr+1 (K =1,2,...,n — 1) elles prennent les valeurs maximales, soit pour |z| = ry,
soit pour |z| = rpy1. A cause de e < + (k=1,2,...,n —1) les fonctions ¢; ne
dépassent pas, dans lintervalle [rg, rg+1] les valeurs

. 1N, (1 1\ ., (1 1 L (11
pi=\1t5), m=(5+5) ¥=(31w) w1=(3tqw0) -

Le second terme, dans (20), est non négatif pour —3 < 6 < 7, et la somme des
termes suivants ne dépasse pas

1+1 + 1+1 + 1+1 + —1+1+1+
2 23 23 26 26 210 T2 22 925
1 1 1

e < = — — ...:1’
2+22+23+

ce qui rend l’expression (20) positive, et fait que (12) n’a pas de zéros dans le
domaine —Z < arg{z} < Z quand r; > 0 et % >2(k=12,...,n—1). Ceci
signifie que le polynéme (18), c’est-a-dire (1), n’a pas de zéros dans le domaine
-3 < arg{z} < ¥ quand ap? < 2ap_1ap41 (k= 1,2,...,n — 1) puisque (1) se
réduit & (18) pour ar, > 0 (k=0,1,2,... ,n), a’“: =r, (k=1,2,...,n—1) et le

a
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condition “ > 2 se réduit & a® > 2ax—1ap41 (k=1,2,...,n—1), c’est-a-dire 4
(4), ce qui démontre le théoreeme 2.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3. Soit

(21)
— R N DL 2 n—k
B(z) = Q(z) — (rira T‘lk)k Z ( z n z P z—>
(7°17“2 e 'Tk)_ z Tk+1 Te4+1Tk4-2 Tk4+1Tk4+2 """ Tn
Tk TETk—1 + TETg—1'°'T1

22 P
et que z appartienne & l’anneau circulaire

(22) VoIl <l < VBlrkal (=12, 0 =1), (o] = 1).

On a alors
_ -1k 2
1B(2)| = ‘Q(Z) (rirs j‘lk)k 2o ( E F
(23) (rirg--rp)~te IPk1]  ITk+17k42]
ank 7 rLTL_ TLT_ BN
E >+u+|u21|+___+|k“k |
[Pk1 ka2 o Tl |2 || |2
Pour |z] = s|rg|(s > 1) il résulte de (23)
r e |2 |r R 2 0y
3] < s |y g2 | Tk |TREL| L g3 | T TR | Tet2|
Tk4+1 Tk+1 Tk+42 Tk+1 Tk+42 Tk+3
r n—=k r n—k—1 r
+ Snfk k | k1 -1
Tk+1 Tkt+2 T'n
1 1 |re_ 1lrey |? |
+__2k1 _3k1_k2+___+
S S Tk S Tk Tk—1
k—1 k—2
1 |(rg1 Tk—2 1
S Tk Tk—1 T2
Pour
(24) s=5
et
Tk 1 1
S T = )
Thit| T 5 (V5)?
on a
1 1 1
@] < —= + +-
Vs (VB)t (V5)?
N 1 1 N 1 N _
Vs (VB (V5)P
=2, 2 2 22 2 0
Vs (VB)t (V5)? V5 (VB (VBT (VB -1
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A cause de (24), et de la définition (21) de ®(z), on aura pour chaque z sur
le cercle |z| = v/5|rg| (k=1,2,...,n)

Q2) — (rarg - 1) 2" o Q(2)
1 c’est-a-d —— 1 1
(rirs - 15) 1 2F < 1 c’est-a-dire (rira 1)1 2F <1,
d’ou il résulte que % # 0, cest-a-dire Q(z) # 0. A la suite du

théoreme de Rouché il résulte maintenent que les fonctions (ryrs-- -rk)*lzk et
[Q(2) — (rire - -7) " 12*], c’est-a-dire (rirg---71)712* et Q(z) ont, dans le cercle
|z| < V/5|re| (k= 1,2,...,n) un nombre égal de zéros, donc k. Ceci signifie que
dans le cercle |z| < v/5|r_1| la fonction Q(z) a (k — 1) zéros, ce qui prouve qu’a
lintérieur de chacun des anneau circulaires (22) se trouve un zéro du polynéme

Q(2).

Les conditions |ri| > 0 et ‘% >5(k=1,2,... ,n—1) qui se rapportent au

polynéme Q(z), se reduisent, pour polynéme P(z), & |ax| > 0 (k =0,1,2,... ,n)

N

et |ag|> > 5lag—1ak+1|, c’est-a-dire (5), ce qui prouve le théoreme 3.
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