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TH�EOR�EMES DE POINT FIXE DANS LES CÔNES
BIEN BAS�ES DANS LES ESPACES DE FR�ECHET. (II)

Isac, G.

Soit E(�) un espace de Fr�echet qui a la propri�et�e que la topologie � est d�e�nie
par une famille suÆsante d�enombrable de semi-normes fj jngn2N .

On utilise les notions et la terminologie de l'ouvrage [1].

Th�eor�eme 3. Soit K � E un cône convexe, ferm�e bien bas�e et F 2 E0 une

fonctionnelle uniform�ement positive sur K.

On suppose que f :K ! K est un op�erateur compact et continu qui v�eri�e
les hypoth�eses suivantes.

1Æ Il existe r > 0 et g un op�erateur compact et continue,

g: fx 2 K j F (x) = rg ! K, tel que:

inffF (g(x)) j x 2 K, F (x) = rg > 0 et l'�equation:

y = f(y) + �g(y); 0 < � < +1 n'a aucune solution

x 2 Kr = fx 2 K j F (x) = rg.

2Æ Il existe R > r tel que l'�equation:

x = � � f(x); 0 < � < 1

n'a aucune solution x 2 KR = fx 2 K j F (x) = Rg.

Alors, f a un point �xe x� 2 K tel que: r � F (x�) � R.

D�emonstration. On consid�ere l'ensemble:

D� =
n
x 2 K

��� r
2
� F (x) � R

o

et soit:

� = inf
F (x)=r

F (g(x)):
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Soit:

M � F (f(z)):8z 2 Kr = fz 2 K j F (z) = rg:

Le nombre M il existe parce que d'apr�es la proposition 1. [1] L'ensemble Kr

est born�e, g est compact et F est continue.

On prend: � > 0 tel que � � M+r
�

et on consid�ere l'op�erateur: h:D� ! K

donn�e par:

h(x) =

8<
:

F (x)

r
� f

�
r � x

F (x)

�
+ 2�

F (x)

r

�
r � F (x)

r

�
� g

�
r � x

F (x)

�
si: r

2 � F (x) � r

f(x) si: r � F (x) � R

L'op�erateur h est compact et continu.

On suppose qu'il existe

x 2 K r

2
=
n
x 2 K j F (x) =

r

2

o

tel que:

(�1):h(x) = �x o�u � � 0:

Soit z = r�x
F (x) , alors d'apr�es un calcul �el�ementaire de la relation (�1) on

obtient:

f(z) + � � g(z) = � � z:

Si on applique la functionnelle F et si on utilise le fait que F (f(z)) � 0 on
obtient:

(�2):� � F (z) = F (f(z)) + �F (g(x)) � �F (g(z))� F (f(z)):

Comme F (z) = r de la relation (�2) on obtient:

�r � � � � �M � r; donc � � 1:

Il r�esulte ainsi que l'op�erateur h v�eri�e l'hypoth�ese (ii) du th�eor�eme 1.

L'op�erateur h v�eri�e aussi l'hypoth�ese (i) du même th�eor�eme, parce que �ca
c'est une cons�equence de la d�e�nition de h et de l'hypoth�ese (2).

Soit x 2 K r

2
=
�
x 2 K j F (x) = r

2

	
; on a dans ce cas:

F (h(x)) =
F (x)

r
� F

�
f

�
rx

F (x)

��
+ 2�
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r
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r
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�
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2
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rx
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��
�

1

2
�� �

1

2
M �

1

2
r > 0:
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Comme cette relation est vraie pour tout x 2 K r

2
il r�esulte que:

inffF (h(x)) j x 2 K r

2
g > 0

et de la remarque du [1] on a: 0 62 h(K r

2
).

Parce que les hypoth�eses du th�eor�eme 1 sont v�eri��ees on obtient que h a un
point �xe x� 2 D�.

Si on suppose que: 1
2r � F (x�) < r on obtient:

z0 = f(z0) + 2�

�
r � F (x�)

r

�
� g(z0) o�u: z0 =

rx�

F (x�)

ce qui contredit l'hypoth�ese (1).

On a donc r � F (x�) � R et le th�eor�eme est d�emontr�e.

Th�eor�eme 4. Soit K � E un cône convexe, ferm�e bien bas�e et F 2 E0 une

fonctionnelle uniform�ement positive sur K.

On suppose que f :K ! K est un op�erateur compact et continu qui v�eri�e
les hypoth�eses suivantes.

1Æ Il existe r > 0 et g un op�erateur compact et continu:

g: fx 2 K j F (x) = rg ! K. tel que:

F (g(x)) < r si x 2 Kr = fx 2 K j F (x) = rg et

(x 2 K)&(x = �f(x) + (1� �)g(x); 0 < � < 1)) F (x) 6= r.

2Æ Il existe R > r et h un op�erateur compact et continu

h: fx 2 K j F (x) = Rg ! K tel que:

inffF (h(x)) j x 2 K, F (x) = Rg > 0 et

(z 2 K)&(z = f(z) + �h(z); 0 < � < +1)) F (z) 6= R.

Alors f a un point �xe x0 2 K tel que: r � F (x0) � R.

D�emonstration. Soit:

M � supfF (f(x)) j x 2 K; F (x) = Rg;

 = inffF (h(x)) j x 2 K; F (x) = Rg:

On prend:

� 2 [0; r] et � �
R+M


:

On consid�ere l'op�erateur,

k: fx 2 K j r � � � F (x)g ! K donn�e par:
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k(x) =

8>>>>>>><
>>>>>>>:

F (x)

r

�
1 +

F (x)� r

�

�
� f

�
rx

F (x)

�
+
F (x)

r

�
r � F (x)

�

�
� g

�
rx

F (x)

�

si: r � � � F (x) � r

f(x) si: r � F (x) � R

F (x)

R
� f

�
Rx

F (x)

�
+
F (x)

R

�
F (x)�R

R

�
� � � h

�
R

F (x)
� x

�
si: R � F (x).

L'op�erateur k est continu.

On d�emontre que l'op�erateur k v�eri�e les hypoth�eses du th�eor�eme 2. [1] sur
l'ensemble: fx 2 K j r � � � F (x) � n �Rg o�u le nombre n sera d�etermin�e.

Soit x 2 K tel que F (x) = r � �. Si on suppose que: k(x) = �x o�u � > 0
alors,

(�3):�x =
F (x)

r
� g

�
rx

F (x)

�
) � �

rx

F (x)
= g

�
rx

F (x)

�
:

Comme F
�
rx
(x)

�
= r, si on applique la fontionnelle F �a la relation (�3), de

l'hypoth�ese (1) on obtient: �r < r c'est-�a-dire � < 1.

Donc, l'hypoth�ese (ii) du th�eor�eme 2 est v�eri��ee sur l'ensemble:

fx 2 K j r � � � F (x) � nRg

pour tout n 2 N . On suppose maintenant que: F (x) > R.

On obtient dans ce cas:

F (k(x)) =
F (x)

R

�
F

�
f

�
Rx

F (x)

��
+
F (x)�R

R
� � � F

�
h

�
R � x

F (x)

���
�

�
F (x)

R

�
F (x) �R

R
�  � ��M

�
:

Si n0 2 N , n0 > 1 est �x�e et suÆsamment grand et si on prend:

Kn0R = fx 2 K j F (x) = n0Rg; alors, F (k(x)) � n0[(n0 � 1) � � �  �M ] > 0

d'o�u on obtient que:

inffF (k(x)) j x 2 K; F (x) = n0 �Rg > 0

et donc 0 62 k(Kn0R).

On suppose donc, k(x) = �x o�u � > 0 et F (x) = n0R. Si on met: z = Rx
F (x)

on obtient:

�z = f(z) +

�
F (x) �R

R

�
� � � h(z) = f(z) + (n0 � 1)�h(z)
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et si on applique la fontionnelle F il r�esulte:

� � F (z) = (n0 � 1)�F (h(z)) + F (f(z)) � (n0 � 1)� �M

parce que F est positive, et en�n, � � R � (n0 � 1)� �M d'o�u:

� �
1

R
[(n0 � 1)� �M ]:

La d�e�nition de �)

� �
1

R

�
R+M


� (n0 � 1) �M

�
=

1

R
[(R +M)(n0 � 1)�M ] � 1:

Donc, k v�eri�e l'hypoth�ese (i) du th�eor�eme 2.

Comme l'op�erateur k est compact sur l'ensemble

fx 2 K j r � � � F (x) � n0Rg:

D'apr�es le th�eor�eme 2 on obtient que l'op�erateur k a un point �xe x0 dans
l'ensemble:

fx 2 K j r � � � F (x) � n0Rg:

Si R < F (x0) � n0R et si on met: z0 =
Rx0
F (x0)

on obtient:

z0 = f(z0) +
F (x0)� R

R
� � � h(z0)

ce qui contredit l'hypoth�ese 2Æ).

Si on suppose: r � � � F (x0) < r et si on met: z0 =
rx0
F (x0)

on obtient:

z0 =

�
1 +

F (x0)� r

�

�
� f(z0) +

r � F (x0)

�
� g(z0)

ce qui contredit l'hypoth�ese 1Æ).

Il reste alors que r � F (x0)) � R ce qui d�emontre le th�eor�eme.
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