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DIE EIGENSCHAFTEN DER KEGELSCHNITTE DURCH
SPIEGELUNGEN GEAUSSERT

Vesna Tomasi¢

Am Anfang mochte ich einigc wichtigste Eigenschaften der Symmetrie
anfiihren, die bei der Arbeit benutzt werden und aus denen sichtbar ist dass
diese Rechnung bei ihrer Anwendung eine sehr geringe Zahl einfacher Tatsachen
benutzt.

Wir wissen, dass in der Euklids Ebene die Bijektion zwischen den Geraden
und den Achsensymmetrien in Bezug anf diese Geraden besteht. Die
Achsensymmetrien sind involutire generatorische Elemente der Isometriegruppe.
Wenn die Komposition von zwei verschiedenen Achsensymmetrie involatir
ist dann sind die Achsen einander senkrechte Geraden, und die Komposition
ist die zentrale Symmetrie.

Achsen — und Zentralsymmetrien sind die einzigen involutiren Elemente
der Isometrlegruppen

Wenn man in der Isometriegruppe die Achsensymmertien fiir “Geraden“
nimmt und die Zentralsymmetrien fiir ‘“‘Punkte, bekommt man die sogenannte
“Gruppenebene“ Die Menge der Geraden, d.h. die Menge der Erzeugenden
bezeichnen wir mit S, die Geraden der Gruppenebene, d.h. der Achsensymmetie,
bezeichnen wir mit kleinen lateinischen Buchstaben, und der Zentralsymmetrie,
d.h. die Punkte der Gruppenebene bezeichnen wir mit grossen lateinischen
Buchstaben. Das heisst dass die Geraden und die Punkte einzigen involutiren
Elemente der Gruppenebene sind.

Die Verhiltnisse zwischen den Geraden, und Geraden, und zwischen den
Punkten und Geraden konnen m1t ihrer Kompos1t10n ausgedluckt werden.
Demgeméss:

ab=>bha bedeutet al b
aAd = Aa bedeutet ATa

In den Nachweisen, die folgen, wird das bekannte Theorem iiber drei
Symmetrien verwendent.

Wenn a, b, ¢ drei Geraden der Gruppenebene sind und P ein Punkt der
Gruppenebene, dann gilt;

a) Aus a, b, ¢, TP folgt dass es ein d gibt dass abc=4d ist.
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b) Wenn a, b, ¢, p vier Geraden der Grupenebene sind, dann aus g, b,
¢l p folgt dass es ein d gibt solcher dass abc=d ist.

Die geometrische Interpretation des Theorems iiber drei Symmetrien
bedeutet das der orientierte Winkel <t(ab) dem orientierten Winkel < (dc)
gleich ist, bezichungsweise dass die gerichtete Entfernung von der Gerade a
bis zur Gerade b der gerichteten Entfernung der Gerade d bis zur Gerade ¢
gleich ist.

Es ist leicht zu beweisen die necshsten unmittelbaren Folgen des Theorems
uber drei Symmetrien:

Wenn abc=d ist und @, bTT = ¢, d] T
bzw. ist abc=d und ¢, b1lp => ¢, dlp

Der Ausdruch ac=cb heisst, dass ¢ Symmetrale des Winkels <((ab) ist,
und der Ausdruck aX=7Ya, bzw. Y=aXa=X* heisst, dass diec Gerade a
Symmetrale der Strecke XY ist.

Der Begriff der Spiegelung wurde nicht bis vor kurzem fiir die Erfor-
schung der Kurven zweiter Ordnung (Klasse) verwendet. Prof. Emil Molndr
(Budapest) gab die Definition der Flichen und Kurven zweiter Ordnung
(Klasse) basiert auf dem Begriff der Spiegelung (Potsdam (1973).

Hier wird nur iiber die Kurven gesprochen, so zitieren wir die Definition
der Kurven.

Definition 1. Es seip p eine gegebene Gerade, nnd M und N zwei
voneinander verschiedene Punkte die mit der Gerade p nicht inzident aber
komplanir sind und M*#£N. Die Kurve zveiter Klasse ist die Menge

o={t|t=qpr}

wo g und r Verbindungsgeraden irgendwelchen Punkt P von der Gerade p
reiheweise der Punkte M und N sind. (Bild 1).
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Die Beriihrungspunkte der Tangenten sind die Punkte
X=(M'N>Nt
welche eine Kurve k zweiter Ordnung ergeben.

Prof. Molndr bedient sich nicht weiter in seiner Darstellung mit
- zitierten Definition.

Hier wird gezeigt werden wie man einige Eigenschaften von Kurven
zveiter Ordning (Klasse) in der Euklid’s Ebene aus der angefiirten Definition
bekommen kann. Beniitzend die gegebene Definition wird gezeigt:

I. Jede Tangente der Kurve ist genmau mit einem Punkt der Kurve
inzident..

Die Geraden ¢ und (M’ N sind voneinander verschieden weil N £ p,* NTr
und pNr=P ist. Darum ist: p#r, und wegen gt=pr auch g+t Aus N fp
und P=gMp folgt N#P. Anlich aus M fq, MTp und P=gN\p wegen t£gq
folgt M#P, M {t und M'ft. Aus M+#M!, M'+N folgt dass die Gerade
{M!N}+#t ist. Dic Tangente ¢ ist die Symmetrale der Strecke MM* und darum
ist ¢ und der Punkt X=tO\(M!N) eindeutig bestimmt.

2. Um fesstellen zu konnen dass die Definition der Kurve zweiter
Ordnung richtig ist, muss man zeigen:

Irgendwelche Gerade u hat mit der Kurve zweiter Ordnung meist zwei
gemeisame Punkte.

Es sei dass die Gerade u die Kurve

k={X|X={(M'N)N1t}

in den Punkten X und Y schneidet (Bild 2). Der Definition nach sind die
Punkte X und Y Beriihrungspunkte der Tangenten. Bezeichnen wir mit:

x={(MX), y={(MY)>, z={(MZ).

Nehmen wir an dass noch ein gemeinsamer Punkt Z der Geradde u
und der Kurve k besteht. Das heisst, dass Z der Beriihrungspunkt einer
Tangente f=gpr ist. Analog sind X und Y Beriithrungspunkte der Tengenten
t,=q,pr, bzw. t,=q, pr,.

Der Voraussetzung nach ist ZTu, 7, z und daraus folgt zur&S. Aus
z,y, xT M folgt yxz&S. Es sei yxz=z, oder z=xyz,,-Der Ausdruck zut wird:

zut =xyz urpq < S.

Der Fall 1. Nehmen wir an dass M fu.

Zeigen wir zuerst dass zw<z, ist. Aus yxz=z, hitten wir fiir z=z,
xyz=z oder y=x was unmdglich ist weil der Voraussetzung nach, dic
Punkte X und ¥, und darum auch die Geraden x und y verschieden sind,
weill X,Y,Z,Z Tuund M fu, ,

Wegen x,y, z] M und yxz=z, wo x#y#z#x ist, aus z]Z, z+#z,,
z=(MZ) und z, T M folgt z, £ Z. Der vorausstzung nach ist uTZ und u f M
so ist z,7%u und der der Punkt Z =u(z existiert Aus P fu und Z, Ju
folgt P~Z, und die Gerade b=(PZ,) existiert.

*) Wegen technische Schwierigkeiten wird hier das Symbol & fiir der Begriff ,,nicht
inzident* benutzt.
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Aus z,, u, b] Z, folgt z,ub=5,cS und b, TZ,. Ahnlich aus b, r,pTP
foigt brp=>b, und b, T P. So kann zut in den Ausdruck

zut = xyz, urpq = xyz, ubbrpq = xyb, b, b S

transponiert werden.

Es sei B=b,Nb, und zeigen wir dass M =B nicht passieren kann. Da
b,Nb,=B ist, so ist genligend zu zeigen, dass eine von den Geraden b,
oder b,, mit dem Punkt M nicht inzident ist. Zeigen wir z-B. dass b, f M.

Da b,=brp und der Definition nach sind die Geraden b, r, und p
-voneinander veschieden und b, r, p T P was wegen b,r und r T M, b, £ M, ergibt.

Der Fall 2. Sei es u T M. In diesem Fall kann man den Beweis ableiten,
der dem Vorhergehenden analog ist, wenn man die Geraden x=(NX),
$={(NY) und 2=(NZ) einfiihrt, denn in diesem Fall gilt u f N.

Darum die Gerade ¢={MB) existiert.

Aus x,y,¢T M folgt xyc=d, wo dT M und aus ¢, b, b, ] B folgt ¢b, b,=d,
4, TB. So bekommt man: '

zut =xycch, b, q=dd, gES.
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Da d, q] M so istist dd, q=S wenn d; T M, oder d=d, oder d,=gq ist.

Wenn es d, T M wire, wiirde d,=(MB)=c und daraus cb, b,=c was
b, =b, ergibt, und daraus wiirde z, ub= prb was z, u=pr ergibt.

Aus p,r]P wirde auch »JP und aus uIP,Z und P, Z wiirde
u=p=(PZ) sein. Aber das ist unmoglich, denn in diesem Fall wire die
Tangente ¢ inzident mit drei voneinander unterschiedlichen Punkten X, Y, Z
der Kurve k. Dementschprechend ist nicht d, mit M inzident und das bedeutet
dass der Beriihrungspunkt Z=zMt irgendwelcher Tangente ¢ nictht mit der
Gerade u inzident ist.

Nehmen wir an dass d=d, ist. Aus d=xyc und d,=b, b, c folgt xy=b,b,
und yx =z, ubbrp. Aus z, = yxz bekommt man yx = yxzurp und daraus 1/=zurp bzw
p=zur. Weil u, zTZ ist, es wire p, rTZ was s mit p, rTP, p=r ergibt. Das
ist aber unmdoglich weil der Voraussetzung nach p f N und r={PN).

Priifen wir noch den Fall nach, wenn P=Z ist. Dann ist z=¢q und p=¢.
Némlich aus (M'N>Nt=P und {M*N)=tqt folgt q'=r. So bekommt man:
t=qptqt > l=qptq = q=ptqg > 1= =pt = p=t. In diesem Fall ist der Punkt
P, (oder P)) verschieden von Z und wir betrachten das Produkt xuf,. Wegen
X, ¥, qI M ist xqy=x,, daraus folgt x=gyx, und es ist: xut, =qyx, ut

Wenn die Gerarden b,, b,, d,, d, dnlich wie beim vorhergehenden. Be-
weis eingefiihrt wreden, bekommt man am Ende die Kontradiktion u=t,.

3. Die Punkte M und N sind die Brennpunkte der Kurve
k={X|X=(M'N)Nt}.
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Bezeichnen wir mit x=(MX) und y=(NX), wo X irgendwelcher Punkt
der Kurve k ist. Wegen (M*N)>T X und N+#X folgt (M*N)={(NX), was ne-
ben xT M, X, y=x' ergibt. Das heisst, die Tangente ¢ ist die Symmetrieachse

S
des Winkels MXN fiir jeden Punkt X der Kurve, so sind die Punkte M und N
die Brennpunkte der Kurve. , '

4. Die Gerade a=(MN) ist die Symmetrieachse der betrachteten Kurve
(Bild 3).

Bezeichnen wir mit T den Beriihrungspunkt irgendwelcher Tangente ¢
der Kurve &k, und mit ¥ den Schnittpunkt der Tangente ¢ und der Gerade
a={(MN)». Es soll gezeigt werden dass die Gerade y={T*V) Tangente der
Kurve ist und der Punkt 7%= (M» N>y sein Beriihrungspunkt. Bezeichnen wir
die Geraden (MT%)=x, und (NT%y=y,. Wenn y die Tangente der Kurve ist,
dann muss x, y=yy, bzw. x, yy,=y sein. Aus der Bedingung x,,y, y, JT*
folgt x,yy,=y,&S. Nehmen wir an das y keine Tangente der Kurve ist. d.h.
dass y#yp, ist. :

Da yTT%V und tT T,V sind, so ist y=17.

Analog aus TN, T und x, TN, T¢ folgt yi=x'

Dann ist

Y, =X, ¥y, = X, ataatxta=Xx axta.

Aus @, x, x, TM und xTT, M, x, T T*, M folgt x =x* so ist x ax=
=axapx=a und
V=X, Yy, =X; axta=ata=1"=y
was gezeigt verden sollte.

5. Analog bekommt man dass die Kurve symmetrisch ist in Bezug auf
die Symmetrale b der Strecke MN (Bild 4).
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Bezeichnen wir mit 7' den Beriihrungspunkt irgendwelcher Tangente ¢
der Kurve k, und mit B=tNb, y=(T?B), x,=(MT?), y,={NT*>. Wie in
vorausgehendem Fall soll man zeigen dass X, yy;=y ist. Nehmen wir an
dass x,yy, =y, ist wo y,#y ist.

Aus der Bedingung

y=1tb y =x folgt
X, Py, =x, btbbxb=x, btxb=x, bx} x} txb=btb=tt =y
denn esist x, bxj=b und x}=(MT®Y = (NT)=x".

Ahnlich wie in den angefithrten Beispielen kann man auch andere
Eigenschaften der Kurven zweiter Ordnung (Kiasse) un der Fuklid’s Ebene
zeigen.

Dieselbe: Definition der Kurven zweiter Ordnung (Klasse) kann man
in projektiv-metrischen bzw. singuliren projektiv-metrischen Ebenen benutzen

und sie kann uns fiir die Erfoschungen der Kurveneigenschaften in diesen
Ebenen dienen. :
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