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PSEUDO-BOOLEENNES

Koriolan Gilezan, Bosilika Canak
(Regu le 6 Octobre 1978)

Dans I’article [I1] M. Carvallo présente les formes canoniques pour les expres-
sions booléennes dans I’espace vectoriel booléen, ainsi que dans I’espace vectoriel
postien au-dessus du champ défini, en se servant de la transition d’une base
a l'autre de la fagon habituelle.

Dans larticle [2] cette idée est élargie sur les expressions pseudo-boolé-
ennes généralisées sur I'anneau commutatif (P, +, -) avec I’élément unitaire.

Dans cet article on a donné une nouvelle forme aux expressions pseudo-
-booléennes généralisées, ol la transition habituelle d’une base & 1’autre n’est
pas utilisée.

Soit P={0, 1, 2, ... p—1} et ,,+ et ,,-* Paddition et multiplication
d’aprés mod. p. Le théoréme connu est que pour n’importe quelle fonction
pseudo-booléennes généralisée

F:I">P
(LCP, et L" produit carthésien de I'ensemble fini L) est valable I’égalité

(1) f(xl’ Xyy ooy n)= Z )f(al LR O(,,) [x1]11'[x2]0!2' ‘ '[xn]O‘n’

LTI T

c’est-a-dire que la fonction f peut &tre présenté dans la forme canonique.
Sur Pensemble fini L nous introduisons les relations (projections)

I, pour x;=ua
@ bt~ : |
0, pour x;#a x, oL, (i=1,..., n),
pour les variables x,, x,, ..., x,, parce que pour I’anneau ayant les diviseurs

zéro on ne peut pas former les polynomes de Lagrange.
Pour les expressions pseudo-booléennes on utilise la définition suivante:

1. Les constantes de I'ensemble P sont des expressions preudo-booléennes
généralisées.

N

P
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2. Les projections [x,]le,s [*duss - -« » [Xulaw> &L, i=1, 2,..., n sont
des expressions pseudo-booléennes généralisées.

3. Si 4 et B sont des expressions pseudo-booléennes généralisées definies
sous 1 et 2, alors A+ B et A-B sont aussi des expressions pseudo-booléennes
généralisées.

4. Les expressions pseudo-booléennes généralisées se forment en appliquant
n fois 1, 2 et 3; n étant un nombre fini.

L’ensemble d’expressions pseudo-booléennes généralisées P, est le module
sur I’anneau (P. -+, -) ol les opérations ,,+* et ,,.* pour ce module sont
prises de la définition donnée plus haut.

Les expressions pseudo-booléennes généralisées

[xllu, ) [xz]az crt [xn]an’ (11 y vty O‘n)GLn;

sont linéairement indépendantes et, en vertu de (1), forment une base dans P,
Les autres bases dans P,. Soit pour chaque (a,, ..., q)EL"

(3) Bﬂl e an:{l A [xil ]0‘[] ‘ [xiz]fliz v [xim]ﬂim}‘
L<m<n; iy, dyy e g E{1, 2, 0000} ay ELN{a), (1<<k<n).
Dans ce cas, le lemme suivant est en vigueur.

Lemme . Pour chaque (a,, ..., a,)=L", Pensemble Ba,, ..., a, est
un ensemble d’expressions linéairement indépendantes dans P,,.

Démonstration La démonstration du lemme se fait par I'induction.
Soit n=1, alors pour a,&L on a I’ensemble

Ba[ = {15 [X1]al}’ o, GL\{(I,}

Le fait que B, est un ensemble d’expressions linéairement indépendantes,
provient de la relation

(*) >\ai <1+ Z 7\11 : [xl]onl =0.
o L\{ai}

Si dans (*), x, passe par Iensemble L, en vertu de (2), on obtient le
systeme d’équations

)\ai ‘Os
hai e, =0, 0, & LN {a;}, (i=1, 2,..., p).
Par conséquent,
i =0, Ay =0, 2, =0, ..., Ay_, =0, 7\,,,44:71:0, cev s Agy=0.

De cette maniére, nous avons démontré que ’ensemble B,; est un ensemble
d’expressions linéairement indépendantes. Comme cela est valable pour chaque
élément a;, a,=L, alors B,;, ;=L sont des ensembles d’expressions linéaire-
ment indépendantes.
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Soit n=2; alors pour (a;, @) L? nous avons I’ensemble

B o= ={1, [x]as [X)uys [X1]s, - [¥5)as) “1€L\{ai}’ <>‘2614\\{%'}-

Le fait que By, est un ensemble d’expressions linéairement indépendantes,
provient de la relation

)] [¢3]
(**) O 2 ANl Z Aay [Xo)as +
oy €L\ {ai} <L {aj
0L\ {aj)

Si dans (**), (x,, x,) passe par I’ensemble L2, en vertu de (2), on obtient
le systéme d’équations

Majaj=0

Mo g+ 25 =0 o, ELN\{a;}

Raj o+ )\(2) =0 NSIANTT

haiajt M tha =0, ELN{a}, kE{1, 2}, ©,EL\ {4}
d’ou

Majaj= 0

)\91) = oy & L\{ai}

2e =0 a,ELN{a;}
Ay =0 o, & L\ {a;}, %, & L\{aj}.

De cette maniére, nous avons montré que 'ensemble B, ,; est un ensemble
d’expressions lmealrement indépendantes. Comme cela est valable pour chaque
vecteur (q;, a;) de L2, il en provient que B, (@;, a)< L?, sont des ensembles
d’expressions lmealrement indépendantes.

Soit (a,, ..., a,)&L" alors on obtient I'ensemble
an =10 [ Jas oo [Xadans %50 do e [0 Jaos
Do de - Do b 3 Jass -5 [ Do [Xa D - [ Do
oc,-EL\{a,.}, (=1, 2,...,m; j,, ..., J,=1, 2, ..., 0 (Ji<j,<--- <j)
La démonstration que B,, ..., est Pensemble d’expressions linéairement

indépendantes, provient de la relation

n

() (i
(***) Aarar. - - ant+ z Ml + S S M2 X e X
i=1 iy, =1 ay€L\{a}
<> a2 € L\ (a2}
n

N @ )
+ 2 S A D T [ Lo [,y +
i, iz 13 1 oqC‘L\ [a,}
i <iy<<iy i=1, 3

- a2z . .m
axﬁL\%,} Aoz o X Jay o [Xaan = 0.
. , n

i=1,
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Si dans (***), (x,, x,, ... x,) passe par I’ensemble L”, en vertu de 2),
on obtient le systéme d’équations
7\111 S ooeap T O‘

Mo an M =0, & LN{a}  i=1, 2....,

havay + My + M0 2 =000, =1, 2, ..., m et (i,<i,) pour (i, i)
a, ELN{a, }; o, LN\ {4, };

SRR, L o N (RN 3R N (UL X I}

Iy by =1, 2, ..., n (iy<i,<iy) pour (i, i,) (i, i, iy);

a; CLN\{a;} (=1, 2, 3) etc.

() n) Uy i2) (i1 12 i3)
Aay . '“n+>\a’ill +oeee +7\ai':| + Aaiy I;i2+ Asiy ;izjal'a rw v e g
1,2. - .n) . . ; 5
‘)')\al. = 4anl‘4’0, ll"'" > 1,17’"'1, 2,--. , N (Ij>l<lj) pour

(i, 4,), (i & §y) ete. (o; €LN{a;}) (j=1, 2, ... n).
Du systéme précédent résulte que tous les scalaires sont égaux a zéro.
Exemple 1. Soit f:{0, I, 2}>>{0. 1,..., p—1}, ot ,,+ et ,, -*

sont I'addition et la multiplication par le mod p. En fixant (2, 2), on a len-
semble suivant d’expressions:

Bzzs{l, [xlo, [y]o’ [x]p [y]n [x]()'[y](), [X]o‘[y]l, [x]l'[y]o’ [x]l~[y],}.

En fixant (I, 1) nous avons I’ensemble suivant d’expression:

Bll = {1’ [X]o’ [y]os [x]z’ [}’]2 , [x]o : [y]os [x]o . [y]Z s [x]z . [y]oa [.\’]2 ' [y]2}~
De méme, si nous fixons (0, 2), nous aurons I’ensemble suivant d’expressions.

BOZT:{ls [X]l, [y]o’ [x]zs [y]w [-Y]l'[y]o, [xll'[y]p [x]z'[y]o’ [x]z'[y]l}

etc. En tout, il y a 32 ensembles B, ., (a,, a,)&{0, 1, 2)2.
Montrons, par exemple, que B,, est I'ensemble d’expressions linéairement
indépendantes:

g+ oy [x]y + o, [V] + oy [x]; + oy [V]; + s [X]o [V]p + o6 [X], ], + e, ] bl

+aog[x], [¥], = 0.
Si (x, »)&{0, 1, 2}% alors:

%= 0, oty + oy =0,

o+ o, =0, %y o, oy + o, =0,
o +a, =0, oy 4 0ty b oy oy =0,
%+ 2, =0, %y -+ oty A oy + g =0,

Oy + ot + oy +otg = 0,
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d’ou
Uy =0y = 0Ly = %Ay = O, = 0l = o = &y = 0tz = O.
Si L contient m éléments, alors il existe m” ensembles de la forme
b "
Bal ax- - -ap
Aprés cela, nous allons introduire les notations suivantes:

. iy, o=j
rp={
! ao(’ a?“‘jp a, Jle{ly 2! ’n}
©)]
ik’ 0(=jk, k=1, 2
ay, atj k=1, 2 o, juE{1, 2, ..., n}
By o=j, k=1,2, 3

ay, «£j, k=1, 2, 3; «, ji&{l, 2, ..., n} etc.

..............................................

(I)“(jl’ jz)z{

D (jl’ jz’ J3) _{

D©*(jy, Jooov s Jy =0 a=Jp, k=1, 2, ..., n; «, Je={l, 2, ..., n}
&) B =IN{a}, k=1, 2, ..., m

[a]" = [p— 1, pour n impaire;
1, pour n paire

(6)

N M={,2,..., .

Théoréme. Soit P={0, 1, ..., p—1} I'anneau commutatzfavec Padditon
et la multzplzcatwn par mod p, L etant sous-ensemble de P & m<p elements.
Pour n’importe quelle fonction pseudo-boolienne généralisée f: L"— P on a I’équation:

fap % ox)=fla, ..., a)+ 2 2 (F@ G-, D)

i&B heM

+P=Df@s - a) )+ 2 {2 f(CD (J1s Jo)s ++ v s D" (1s D))

HCBl i j&
LEB? ji<j,

+(P=DF@G), ..., PUN+@=DF@GY, ... D(,))
@y s @} Xy xale+ 2 {0 2 @ U o G e s @y o 1)

&Bl ji, J2 sEM
xzeBZ J1<J2a<J3
LcB3

H@=-DS@ Gy J) @Gy SN+ (= 1) (@ (s Jp)s -+ s O (ys Jy))
=D @ Uy J3)s -5 Py J) L@, s ()
@), s PUN (@) -, D))

+(p-Df@p - s O}, [xln [X51 +
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+ 2 { 2 J@ Gy oovsdds oo s (s oo 7))
jeB ji,..., jnEM
J=1,2, ..., 0 j1<ja<- - - <Jn
+(-1 2 F@ (sis o ovs Jonoi)s oovs @ Usys vvv s Jind)
Spreee s sn—1€{1, 2, ..., 1
<2< - o ¢ <Spy

A S F@ G ey QUGN A @ s @) T Dol
s=1

Démonstration. Soit n=1, c’est-d-dire f:L—>p. Dans ce cas, on a
* S =fa)+ EL\Z{ }f () +(p—1) f(a)] [x];-

Vraiment, si x=a,, et en le substituant dans (*), on aura, en vertu de
@), [a);=0, icL\{a,}, c'est-a-dire f(x)=f(a,), pour x=a,. Si x+#a, et si
x=1iet si icL\ {a,}, par leur substitution dans (*), en vertu de (2), [i],= 1, résulte

F@)=f@)+f@O+(p-1)f(a)=f0), pour x=iCL\{a}

Ainsi nous avons démontré la relation (*) pour n=1. Soit maintenant
n=2, c'est-a-dire f: L*—>P.

(**) f(x: y) =f(a1a a,+ ; g(a] [f(ip 02)+ (P—‘ l)f(aU az)] : [x]ix

1E€L
+ 2 [f@a, i)+(p=1)f(a, a)]-ls
& LN\[a2}
+ Z [f(iv iz) +(P— l)f(ap iz) +(p_ l)f(iv az) +f(ap az)] [x]il ) [y]iz
e

Si (x, y)=(a,, a,) et en le substituant dans (**), alors, en vertu de (2),
[a,]y =0, [a,), =0, pour i,cL\{a,}, i,(=L\{a,}, résulte f(x, y)=f(a,, a,),
pour (x, y)=(a;, a,). Si (x, »)#(a;, a) et si (x, y)={(l, i,), e LN\{a},
i,EL\{a,} et en le substituant dans (*¥), alors, en vertu de (2), [i], =1 et
[5,), =1, nous avons

S »=f@, a)+fG, a)+(p—-1)f(a, a)+f(a,, i)
+(p— l)f(ala a,) +f(i1, L +@-Df(a, i)+(-1Df3i, a)
+f(a1’ az) =f(i1: iz)’ pour (x’ y)=(i13 12)

De cette fagon, nous avons démontré (**). Puis, par induction et en
utilisant les relations (4), (5). (6), et (7), le théoréme peut &tre démontré,

Remargque: Chaque fonction f, en vertu de ce théoréme, peut étre
écrite de m"” maniéres.
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Exemple 2: f:{0, 1, 2,..., p=1P3=>{0, 1,..., p=1}, f(x, », 2)

p—2
=flp=1L p=Lp=D+ 3 fG p=1, p-D+@-Df(p—1, p-1, p=1) [x)]);
i—0
-2 -2
+ pz [f(p—“h i’P‘1)+(P—1)f(I’—I,P“'I,P—l)][x2]1+ Z [f(P*l,P“l,l)
i=0 i=0

p-2
+p-Dfp-1, p—1L,p-DIxL+ > G p—1 p+@-Df(p-1, p—1, j)]

Jii=0

p—2
+(P—1)f(l, P‘l: p_'l)+f(p—l’ p_19 p_l)[xlli[x:i]j+ Z [f(19 j9 p'—l)

i, j=0

+@-DfGp-Lp=D+@-Df(p-1Ljp-D+f(p—-1,p-1,p-Dx]x)

p—2
+ Z f(p—'l’ i ])+(p—1)f(p'—l’ i p—1)+(P-1)f(P—1, p_la .])

i, j=0

p—2
+f(p—1a p_'l’ p'>])][-x2]i[x3]i+ Z [f(l, j’ k)+(P'—'1)f(l, j7 p'—l)

i, j, k=0
+(p-D)fG p—-1, BH+(p-Df(p-1, j, k+fG p-1, p-1
+fp—-Ljp=-D+f(p-Lp-1,k)+(p-1)f(p—1,p~1, p—DIx][x,]; [xsh-

Exemple 3. La fonction f:{0, 1, 2}>>{0, 1, 2, 3} ol ,,+*“et,, -*
sont I’addition et la multiplication par mod 3, est donnée par le tableau

x|0 001 1 1222
y|[0 1 201201 2
fey» |21 01 200 2 1

On peut ’écrire de 32 fagons différentes, c’est-a-dire

S ) =24 2[x] + 2], + [x], + Dl + [X], ), + 2 [x], ),

SO »)=1+Ix] + o+ [x], + 2], + [x], D)o + 2 %], DY),

Fx, ») =200+ [xl, + D1 + 2 [x], Do + X, D]

SO y) =14[x]o + 2[xL + Dk + 2D, + X D, + 260 V], + (X1, D), + 2[x), D),
S ) =2+2[xl+ 2]y + )+ 2 [x]o D)o + Xl D), + 2 [x], [V + [x], Y],
F ») =D+ XL+ 2] + 2 [x] o + 2 [x] ), + [x), )y + 2 [%), Y],

S P =20+ 21y + %] + DL + 2 [, - D + [ - D

J& =242+ o+ 2 [y + X1 o + 2 [, [¥),

SO Y)=1+2[x]g+2 [x], + 2 [Vl + ]y + 2 [x], Vo + [X], D)y

Nous avons le plaisir de remercier le professeur M. Stojakovié, des sug-
gestions et remarques faites au cours de la réalisation de cet ouvrage.
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