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SUR DEUX -CLASSES D’ESPACES LOCALEMENT CONVEXES
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(Communiqué le 20. Janvier 1978.)

Soit E est un espace localement convexe séparé (elc) sur le corps K, ol
K est le corps des nombres réels ou complexes.

Dans ce travail nous définissons deux nouvelles classes d’espaces localement
convexes et nous examinons quelques de leurs propriétés. Nous les appelons ,,N,-
-p-tonnelés* et ,,o-p-tonnelés*. De I'exemple 1. on voit qu’il Pexiste espace N~
-p-tonnelé non N -infratonnelé. Nous ne savons pas encore I'espace N,-p-tonnelé
non p-tonnelé comme et Iespace o-p-tonnelé non o-infratonnelés. Les notions
et les termines sont comme a [2] et [5].

Définition 1: Un elc E est dit N p-tonnelé (c-p-tonnelé), si tout
sous-ensemble precompact d’espace E,’ qui est I'union dénombrable des sous-
-ensembles équicontinus (toute suite precompacte d’espace E,’) est équicontinu.
(E,’ — le dual topologique E’ muni de la topologie de la convergence uniforme
sur des sous-ensembles précompacts).

Définition 2: Un p-tonneau V' d’espace E est dit N -p-tonneau (c-p-

+ o0
-tonneau) si et seulement si ¥'= () ¥, ol (V,) est une suite de voisinages
n=1
disqués fermés de zéro dans E (E,).
Dans les théorémes suivants on donne la caractérisation des espace N -p-
-tonnelés (o-p-tonnelés) comme a ([3], Théorémes 1 et 2) pour les espaces
N,-tonnelés et N,- infratonnelés.

Théoreéme 1: Soit E est un elc. Pour que E soit Nyp-tonnelé, il faut
et il suffit, que tout N -p-tonneau soit un voisinage de zéro dans E.

Preuve: Soit T= m V; est N,-p-tonneau d’espace E. En vertu de ([2],
i=1
Proposition (3.35)) le tonneau T est un voisinage d'espace E,, cest-a-dire il

+ o
existe un sous-ensemble précompact P d’espace E,’, ainsi que { ) VAC T°C P°.
i=1
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+ oo
Cela signifie qu’aprés ([2], Corollaire (1.4)) | j V® est un sous-ensemble pré-
i=1

-+ o0
compact d’espace E,’, donc |_j V;° est équicontinu comme I'union dénombrable
i=1

+ o0 0 + o0 + oo
des sous-ensembles équicontinus, c’est-a-dire, (U Vio) =\ V®= V=T est

i=1 i=1 i=1

+ o
un voisinage de zéro dans E. Inversement, si P={( j P; est un sous-ensemble
i=1
précompact d’espace E,’, ol les (P) sont les sous-ensembles équicontinus, il
faut prouver que P est un sous-ensemble équicontinu. Il est évident que

-+ oo
P°— (" P? est un N,-p-tonneau, donc, P® est un voisinage de zéro dans E,
i=1

c’est-a-dire, PC P% est un sous-ensemble équicontinu du dual E’.

Théoréme 2: Soit E est un elc. Pour que E soit c-p-tonnelé il faut
et il suffit, que tout c-p-tonneau soit un voisinage de zéro dans E. (La preuve
peut étre faite en utilisant que V,={x,}° pour quelque x, S E’).

Sachant que les espaces E,’ est Eg’ ont les mémes sous-ensembles bornés,
alors le théoréme suivant est immédiate:

Théoréme 3: Un elc E est infratonnelé (N -infratonnelé, s-infratonnelé)
si et seulement si tous sous-ensemble borné d’espace E,’ (tout sous-ensemble borné
d’espace E,’ lequel est I'union d’énombrable des sous-ensembles équicontinus,
toute suite borné d’espace E,’) est équicontinu.

En vertu de ([2], Définition (3.1)) et du théoréme précédent il suit:

Corollaire 1: Tout espace infratonnelé E est p-tonnelé et N-infraton-
nelé, comme et tout espace p-tonnelé ou Nyinfratonnelé est N-p-tonnelé c’est-d-
-dire, c-p-tonnelé.

Le rapport de ces classes d’espaces localement convexes est donné au
tableau suivant:

tonnelés > N,-tonnelés => o-tonnelés

U
infratonnelés => N -infratonnelés = o-infratonnelés
U U U

p-tonnelés = Ng-p-tonnelés => o-p-tonnelés

De Pexemple suivant on voit qu’il existe 1’espace o-p-tonnelé, c’est-a-dire,
N,-p-tonnelé non N -infratonnelé.

Exemple 1: Si E est un espace de Banach réflexif de dimension infinie,
alors Pespace E,’ est N -p-tonnelé (s-p-tonnelé) non N -infratonnelé.

A la proposition suivante on donne le rapport entre les espaces Nj-p-ton-
nelés et N, -infratonnelés semblable comme pour les espaces p-tonnelés et infraton-
nelés A ([2], Proposition (3.6.)).
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Proposition 1: Pour tout elc Ny-p-tonnelé E les assertions suivantes
sont equivalentes:

a) E est N-infratonnelé;

b) Tout sous-ensemble borné d’espace E," lequel est I'union dénombrable des
sous-ensembles équicontinus est un sous-ensemcle précompact dans E);

¢) Tout sous-ensemble borné d’espace E,’ lequel est I'union dénombrable des
Sous-ensemble équicontinus est un sous-ensemble relativement compact dans E,;

+
Preuve; Soit A= ) 4, est un sous-ensemble borné d’espace E,) ol les
i1
(4;) sont équicontinus. Alors b) = ¢) et ¢) = a) puisque Pespace E est
N,-p-tonnelé et les espaces E, et Eg’ ont les mémes bornés. Il faut prouver
que @) = b). Si E est un espace N-infratonnelé, alors A4, est équicontinu, donc,
E,'-relativement compact, c’est-a-dire, E,’-précompact (prour tout sous-ensemble
équicontinu 4 on a: E,'| A=E, | A).
Dans ([3], Corollaire 8) est prouvé que I’espace E,’ d’un espace N, ton-
nelé E est semi-complet. De la proposition suivante on voit que c’est vrai et
pour les espaces o-p-tonnelés, donc, et pour les espaces N -infratonnelés.

Proposition 2: Si E est un elc o-p-tonnelé, alors Pespace E,' est
semi-complet.

Preuve: Une suite de Cauchy dans E,” est évident un sous-ensemble
précompact, donc, équicontinu de E’. En vertu de ([5], chap. 1V, Proposition 3,
Corollaire) I'espace E,’ est semi-complet puisque I’adhérence faible de cette suite
est compléte dans E, .

A la proposition suivante on donne la condition suffisante et nécessaire
pour que I’espace p-tonnelé soit métrisable (semblable comme pour les espaces
infratonnelés a [3], Proposition 7).

Proposition 3: Pour que Iespace p-tonnelé E soit métrisable, il faut
et il suffit que Pespace E,’ posséde une suite fondamentale des sous-ensembles
précompacts.

Preuve: Si I'espace p-tonnelé E est métrisable, alors, il est évident que
la suite des polaires (UP) des voisinages de zéro dans E est fondamentale pour
les sous-ensembles précompacts & I’espace E,’. Inversement, si 'espace E,’ posséde
une suite fondamentale des sous-ensembles précompacts, alors, I’espace E est
métrisable comme un sous-espace d’espace métrisable (E,),

Soient E et F deux espaces localement convexes. Une application linéaire 7

de E dans F est presque ouverte si f(U) est un voisinage de zéro dans F,
pour tout voisinage de zéro | dans E. La proposition suivante est immédiate:

Proposition 4: Soit E un elc Ny-p-tonnelé (c-p-tonnelé) et f une
application linéaire continue et presque ouverte de E dans un elc F . Alors F
est un elc Ng-p-tonnelé (c-p-tonnelé).
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Corollaire 2: Soit E un elc Nj-p-tonnelé (c-p-tonnelé) et f une ap-
plication linéaire continue et owverte de E dans un elc F. Alors, F est un elc
N,-p-tonnelé (a-p-tonnelé).

Corollaire 3. Le complété £ d’un elc N p-tonnelé (c-p-tonnelé) est
un elc N p-tonneié (c-p-tonnelé).

Corollaire 4: Si F est un elc N,p-tonnelé (c-p-tonnelé) lequel est
dense & E, alors, E est un elc Ny-p-tonnelé (o-p-tonnelé).

Corollaire: 5: Soit E un elc (séparé) dont la topologie est la topologie
finale associée a un systéme d’applications linéaires f,:Ey—E, ou les E, sont
des espaces Nyp-tonnelés (c-p-tonnelés). Alors, E est un elc Ny -p-tonnelé (c-p-ton-

nelé). (On a pour tout «:f3" (Fu(U) DS (fx(U) D U

Corollaire 6: Si F est un sous-espace fermé d’un elc N -p-tonnelé
(c-p-tonnelé) E, alors E|F est un elc N -p-tonnelé (c-p-tonnelé).

Corollaire 7: Si les E, sont des espaces N,p-tonnelés (c-p-tonnelés)
alors, la somme directe et la limite inductive séparé sont des espaces N,-p-tonnelés
(c-p-tonnelés).

Proposition: 5: Tout produit d’espaces N p-tonnelés (c-p-tonnelés)
est un elc Ny-p-tonnelé (c-p-tonnelé).

Preuve: Soit E, une famille d’espace N,-p-tonnelés et E=IIE, leur

+ o0
produit. Si 4= 4, est un sous-ensemble précompact d’espace E," =@ (E,),’,

i=1

4+ + o0
ol les 4, sont équicontinus, alors, 4C (1) Dy (A)= '@"-) Do’ (U A,.) = éng U Pa’ (4)
a=1 a=1 i=1 a=1 j=1
(Po: ML E,—E, et py':(Ey)'— @ (Ey)’). Donc, 4 est un sous-ensemble équicontinu
de E’. La démonstration pour les espaces s-p-tonnelés est semblable.

Exemple 2: Si E est un elc métrisable et tonnelé lequel n’est pas
complet, alors, Pespace E; (le dual de E muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les disques compacts) n’est pas o¢-p-tonnelé.

Sachant que la suite de Cauchy au dual fort d’un elc 6-p-tonnelé est équi-
continu, alors, les théorémes suivantes et leurs corollaires on peut les prouver
comme 2 ([1], 4, Proposition 5, Corollaires 1, 2 et 3) pour les espaces du type (DF).

Théoréme 4: Soit E un elc os-p-tonnelé. Si E posséde une suite fondamen-
tale de bornés, alors, son fort dual est un elc de Fréchet et son bidual est un
elc du type (DF), c’est-d-dire, un elc c-p-tonnelé qui posséde une suite fondamen-
tald de bornés.

Théoréme 5; Soit E un elc et F un sous-espace vectoriel de E.
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a) Si F est un elc o-p-tonnelé qui posséde une suite fondamentale de bornés,
alors, le dual fort de F est isomorphe topologiquement Eg'[F°,

b) Si E est un elc o-p-tonnelé qui posséde ume suite fondamentale de bornés
et si F est fermé, alors, E|F est un elc o-p-tonnelé qui posséde une suite fonda-
mentale de bornés est la topologie forte sur FO est la topologie induite par celle de E, s

Corollaire 8: Le complété d’un espace o-p-tonnelé qui posséde une
suite fondamentale de bornés, est un elc o-p-tonnelé avec une suite fondamentale
de bornés.

Corollaire 9: Pour que I'espace o-p-tonnelé avec une suite fondamentale
de bornés soit complet, il faut et il suffit qu’il soit quasi-complet.

Corollaire 10: Soit E un elc o-p-tonnelé avec une suite fondamentale
de bornés. Pour que E soit infratonnelé, il faut et il suffit que son complété E
soit tonnelé.

L’espace de I'exemple 1. est o-p-tonnelé avec la suite fondamentale de
bornés lequel n’est pas I’espace du type (DF).
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