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STETIGKEITSAUSSAGEN FUR EINE KLASSE VERALLGEMEINERTER
KONVEXER FUNKTIONEN IN TOPOLOGISCHEN LINEAREN RAUMEN

Wolfgang W. Breckner

(Eingegangen am 8. April 1977.)

1. In den letzten Jahren befassten sich zahlreiche Arbeiten mit konvexen
Funktionen und deren Verallgemeinerungen. Dabei zeigte sich, dass der Begriff
der konvexen Funktion sowohl fiir die Funktionalanalysis als auch fiir viele
ihrer Anwendungsgebiete (z. B. fiir die Approximationstheorie und fiir die
nichtlineare Optimierung) von fundamentaler Bedeutung ist. Neuere zusammen-
fassende Darstellungen iiber die wichtigsten Verallgemeinerungen dieses Begriffes
stammen von K.-H. Elster und G. Folgmann [4], [5].

In der vorliegenden Arbeit behandeln wir eine neue Klasse verallgemeiner-
ter konvexer Funktionen. Die Anregung diese Klasse einzufiihren gaben uns
einerseits die Untersuchungen von M. Landsberg [8] iiber topologische
lineare Riume die nicht lokalkonvex sind und andererseits die Untersuchungen
von S. Rolewicz [12], [13, S. 61] iiber lokalbeschrinkte topologische lineare
Riume (vgl. dazu auch G. K&6the [7, S. 162—166]). Diese Untersuchungen
fiihrten zu dem Begriff der s-Halbnorm und dem der s-Norm, der den bekannten
Begriff der Halbnorm bzw. Norm verallgemeinert. Beachtet man, dass Halb-
normen und Normen spezielle konvexe Funktionen sind, dann ist es naheliegend
den Begriff der konvexen Funktion auch so zu. verallgemeinern, dass man die
s-Halbnormen und s-Normen als Spezialfille dieser verallgemeinerten konvexen
Funktionen erhilt. Die s-konvexen und die rational s-konvexen Funktionen, die
wir im folgenden betrachten, sind Verallgemeinerungen dieser Art.

Gegeben seien eine reelle Zahl sc]0, 1] und eine nichtleere konvexe
Teilmenge M eines reellen oder komplexen linearen Raumes. Eine auf M
erklirte reellwertige Funktion f heisst s-konvex (bzw. rational s-konvex), wenn
fiir alle reellen (bzw. rationalen) Zahlen >0, 5>0 mit a+b=1 und alle
Elemente x, y aus M die Ungleichung ’

(RY flax+by)=a f()+bf(»)
gilt.
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Offensichtlich stimmt der Begriff der 1-konvexen Funktion' mit dem der
konvexen Funktion iiberein. Rational 1-konvexe Funktion wurden erstmals von
J. L. W. V. Jensen [6] eingehender untersucht.

Zweck der vorliegenden Arbeit ist es notwendige und hinreichende Bedin-
gungen fiir die Stetigkeit einer rational s-konvexen Funktion in einem inneren
Punkt bzw. im Inneren einer konvexen Teilmenge eines topologischen linearen
Raumes anzugeben. Unsere diesbeziiglichen FErgebnisse, die bekannte Kriterien
aus der Theorie der konvexen Funktionen veraligemeinern, werden im zweiten
Abschnitt unserer Arbeit gebracht und durch die Sitze 2.1 und 2.2 ausgedriickt. Als
Folgerungen ergeben sich aus Satz 2.2 Kriterien fiir die s-Konvexitdt einer
rational s-konvexen Funktion. Diese sind im Korollar 2.3 zusammengefasst.

Der Begriff der rational s-konvexen Funktion ist nicht eine iiberfliissige
Verallgemeinerung der s-konvexen Funktion. Wendet man Korollar 2.3 auf
rational 1-konvexe Funktionen an, so erhidlt ‘man mehrere bekannte Aussagen
iiber die Konvexitit konvexer Funktionen im Sinne von Jensen (vgl. D. S.
Mitrinovié [10, S. 11]). Eine reellwertige Funktion ist nidmlich genau dann
konvex im Sinne von Jensen, wenn sie rational 1-konvex ist. — Der Beweis
des Korollars 2.3 ist ausserdem wesentlich einfacher. als die bisher in der Litera-
tur angegebenen Beweise (vgl. F. Valentine [14, S. 138—139]) fiir die
Konvexitit konvexer Funktlonen im Sinne von Jensen in topologischen linearen
Réumen.

Ein weiterer Vorteﬂ den die Einfithrung der rational s-konvexen Funktio-
nen bietet, ergibt sich, wenn man beachtet, dass fiir additive Funktionen &hnliche
Stetigkeitsaussagen gelten wie fiir konvexe Funktionen (z. B. ist éine additive
Funktion in einem Punkt eines topologischen linearen Raumes stetig, dann ist
sie in dem ganzen Raum stetig; ist eine konvexe Funktion in einem Punkt
einer offenen konvexen Menge stetig, dann ist sic in der ganzen Menge stetig).
Bisher wurden diese Aussagen fiir beide Funktionenklassen stets getrennt be-
wiesen. Im letzten Abschnitt unserer Arbeit bemerken wir, dass nicht nur die
konvexen Funktionen, sondern auch die additiven Funktionen Speziaifille der
rational l-konvexen Funktionen sind. Daher ist es nun mdoglich die fir diese
Klassen bekannten Ergebnisse durch Spezialisierung aus den Sitzen des zweiten
Abschnitts gleichzeitig zu erhalten.

2. Im folgenden bezeichnen wir mit M eine nichtleere Teilmenge eines
reellen oder komplexen topologischen linearen Raumes, mit int M ihr Inneres,
mit R den Korper der reellen- Zahlen und mit s eine Zahl aus ‘dem Intervall
10; 13: Ausser diesen Bezeichnungen bendtigen wir noch einige Definitionen um
die Ergebnisse unserer Untersuchungen formulieren zu konnen.

Es sei f eine auf M erklirte reellwertige Funktion und x, ein Punkt der
Menge M. Wir sagen, f ist in x, lokal nach oben beschrinkt, wenn es eine
Umgebung U von. x, gibt mit UCM und eine reelle Zahl a, so dass die Un-
gleichung ; .

2.1 ' : f(x)sa fir alle x&U

gilt. f heisst in x, lokal beschrinkt, wenn es éine Umgebung U vbn x, gibt
mit UCM und eine reelle Zahl g, so dass die Ungleichung

|f®)|<a fir alle x&U
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gilt. Ist f in jedem Punkt einer nichtleeren Teilmenge M, von M lokal nach
oben beschrinkt (bzw. lokal beschrinkt), dann sagen wir f ist in M, lokal
nach oben beschrinkt (bzw. lokal beschrinkt).

Fiir f fithren wir ausserdem noch die Menge

E(f)={(x, )M x R: xcint M, f(x)<a}
ein. ’

Satz 2.1. Ist M eine konvexe Menge, f: M—R eine rational s-konvexe
Funktion und x, ein innerer Punkt von M, dann sznd Jfolgende- Aussagen dqui-
valent:

(A,) f ist in x, lokal beschrinkt.

(4,) f ist in x, lokal nach oben beschrdnkt.

(45) f ist in x, stetig.

(A4, f ist in x, nach oben halbstetig.

(4s) (x4, a,) ist fiir alle a,ER mit f(x,)<a, ein innerer Punkt der Men-
ge E(f).

(Ag) Es gibt eine reelle Zahl a,, so dass (x,, a,) ein innerer Punkt der
Menge E(f) ist.

Beweis. Offensichtlich folgt (4,) aus (4,), (4, aus (d4;) und (4)
aus (4). :

Wir nehmen nun an (4,) sei richtig. Dann gibt es eine Umgebung U
des Punktes x, mit UC M und eine reelle Zahl a so dass (2.1) gilt. Sei e>0
beliebig vorgegeben. Wir wihlen eine kreisformige Nullumgebung V fiir die
X, +VCU gilt und eine natiirliche Zahl n, die den Ungleichungen

(2.2) o n=s{a+[(n— 1) —n] f(x)} <s,
(2.3) ; n={a+[n — (n+ 171 f (x)}<e

geniigt. die Menge W=x,+n"1V ist dann eine Umgebung von x, mit WCU.
Ferner gilt |f(x)—f(x,) |<e fir alle xEW.

In der Tat, ist x ein beliebiger Punkt von W, so gehoren die Punkte
y=xy+n(x—x;) und z=x,—n(x—x,) der Menge x,+V an. Wegen (2.1) gilt
demnach f(y)<a und f (z)<a Beachtet man nun d1e Darstellungcn

x=n“1y+n“1(n—1)x0, (n+1) 1z+n(n+1) X,

so erhilt man auf Grund der Deflmtlon der rational s-konvexen Funktlon dle
Ungleichungen :

2.4) SIS [fO)+ (=1 (IS~ [a+ (=1 ()]
2.5) FO) <@+ D[ @)+ fG S 4+ D= fa+ns f ().
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Aus (2.4) ergibt sich
(2-6) FE)—fl)=n*{a+[(n—1Y—r]f(X)}
wihrend (2.5) die Ungleichung
@z = la— e 1 Fx)]
zur Folge -hat, aus der
27 F@)=f(x)z —n*{a+[n — (n+ 1)1 (x)}

resultiert. Beriicksichtigt man nun (2.2) und (2.3), so folgt aus (2.6) und
(2.7) die Ungleichung | f(x)—f(x,)|<e.

Da = belicbig war, ist demnach bewiesen, dass f im Punkt x, stetig ist.
Folglich gilt (4,) = (4,).

Es sei nun (4, richtig. Ist a, eine reelle Zahl die der Ungleichung
f(x)<a, geniigt, dann gilt auch f(x,)<a,—e, wobei

e=2""[a,—f(x)]

gesetzt wurde. Weil f in x, nach oben halbstetig ist, gibt es folglich eine
Umgebung U von x, mit UCintM und f(x)<a,—e fiir alle x€U. Hieraus
folgt :

2.8) Uxlay—¢, ay+e[CE(f);

also ist (x,, @,) ein innerer Punkt von E(f). Demnach gilt (4,) = (45).

Es sei nun (4,) richtig. Dann gibt es eine Umgebung U des Punktes x,
und eine reelle Zahl £>0 so dass (2.8) gilt. Aus (2.8) folgt UC M und
f(x)<a, fir alle x€U. Die Funktion f ist demnach in x, lokal nach oben
beschrinkt. Also gilt (4y) = (4,)-

Es sei nun (4,) richtig. Dann gibt es eine Umgebung U des Punktes x,
mit UCM und eine reelle Zahl a>0, so dass (2.1) gilt. Wir wihlen eine
kreisfsrmige Nullumgebung ¥ mit x,+ ¥V CU und setzen W=x,+V. Es sei x
ein Punkt von W. Wegen WCU und (2.1) ist dann f(x)<a. Daraus folgt

(2.9 FGISa=2f(x) +2°[f(x0) |-

Weil y=x,—(x—x,) auch zu W gehort, haben wir f(y)<a. Beachtet man nun
die Darstellung x,=2-1x+2-1y, so folgt auf Grund der Definition der ratio-
nal s-konvexen Funktion '

FRYE27f(x)+27° (=27 f() +277a.
Hieraus resultiert
(2.10) f@z2f(x)—az—[a—2f(x)+ 2°[f(x) | ]-
Aus (2.9) und (2.10) folgt
|f) | = a—20f(x0)+2° | f(%o) |-
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Da xCW belicbig war, ist demnach f im Punkt x, lokal beschrankt. Somit
gilt (4,) = (4) und der Satz ist bewiesen.

Bemerkung Ist M eine konvexe Menge und f: M—R eine rational
s-konvexe Funktion mit 0<<s<1, dann gilt

(2.11) f(x)=0 fir alle x&M.
In der Tat, ist x ein Punkt von M, dann ergibt sich aus
FE)=f@ 1x+271x) =27 f(x) + 275 (%) =217 f (%)

die Ungleichung (1—21%)f(x)<0, die f(x)=0, liefert, denn es st 1<21-3,
— Wegen (2.11) folgt also fiir eine rational s-konvexe Funktion mit 0<s<1
die Aussage (4,) sofort aus (4,).

Satz 22. Es sei M eine konvexe Menge und f:M—R eine rational
s-konvexe Funktion. Gibt es einen Punkt x,Eint M, so dass eine der Aussagen
(4), ..., (4¢) von Satz 2.1 gilt, dann gelten folgende (dquivalente) Aussagen:

(B) f ist in int M lokal beschrinkt.

(B,) f ist in int M lokal nach oben beschrinkt.

(By) fist in int M stetig.

(By) fist in int M nach oben halbstetig.

(Bs) Die Menge E(f) ist offen.

Beweis. O.b. d. A. konnen wir annehmen, dass Aussage (4,) gilt.

Dann gibt es eine Umgebung U des Punktes x, mit UCM und eine reelle
Zahl a, so dass (2.1) gilt. Sei y, ein innerer Punkt von M. Wegen

lim [J’o+n-1(yo_xo)]=yo

gibt es dann eine natiirliche Zahl n so dass der Punkt
Y=o +n" (o —X,)

in M liegt. Fur

(2.12) Ven@+Dly+@m+1)"1U

gilt demnach ¥ CM, denn M ist eine konvexe Menge. Ist x ein Punkt von V,
" dann gibt es wegen (2.12) ein ucU, so dass gilt

x=n@+1) " ly+@+Dtu

Mit Hilfe dieser Darstellung von x erhdlt man auf Grund der Definition der
rational s-konvexen Funktion

F =1 (et D= £ () + (n+ D= F@) S (n-+ 1)~ [ () +al.
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Da x ein beliebiges Element aus ¥ war und ¥ eine Umgebung von y, ist (denn
es gilt ndmlich V=y,+(#n+1)"1(U—x,)), bedeutet dies, dass fin y, lokal
nach oben beschriankt ist. Also gilt (B,). Nach Satz 2.1 gelten dann auch die
iibrigen Aussagen (B,), (B,), (B,) und (Bs). Damit ist der Satz bewiesen.

Korollar 2.3. Es sei M eine offene konvexe Menge und f: M— R eine
rational s-konvexe Funktion. Gibt es einen Punkt xy& M, so dass eine der Aus-
sagen (A), ..., (4¢) von Satz 2.1 gilt, dann ist f eine s-konvexe Funktion.

Beweis. Es seien a>0 und 5>0 reelle Zahlen mit a+b=1 und x, y
Punkte der Menge M. Ist (a,) eine Folge rationaler Zahlen aus dem Intervall
10, 1[, die gegen a konvergiert, dann gilt auf Grund der Definition der rational
s-konvexen Funktion

(2.13) f@,x+(A-a)n=a’f(x)+1-a)f()

fﬁr‘balle natiirlichen Zahlen n. Nach Satz 2.2 ist die Funktion f aber in M
stetig. Durch Grenziibergang folgt also aus (2.13) die Ungleichung (1.1). Damit
ist bewiesen, dass f s-konvex ist.

3. Jede konvexe Funktion ist rational 1-konvex. Daher verallgemeinern
Satz 2.1 und Satz 2.2 bekannte Ergebnisse iiber die Stetigkeit konvexer Funk-
tionen in topologischen linecaren Riumen (vgl. N. Bourbaki [2, S. 60},
P.-J. Laurent [9, S. 333—336], S. Cobzas und I. Muntean [3]).

Aus den Ergebnissen des zweiten Abschnitts folgen auch noch andere
bekannte Resultate. Um dieses zu zeigen, bendtigen wir den folgenden Hilfssatz
der die rational 1-konvexen Funktionen charakterisiert.

Hilfssatz 3.1. Es sei M eine nichtleere konvexe Teilmenge eines reellen
oder komplexen linearen Raumes. Fine Funktion f:M— R ist genau dann ratio-
nal l-konvex, wenn fiir alle-x, y& M die Ungleichung

(3.1 f@Ix+271y) =27 () + 271 ()

gilt.

Dieser Hilfssatz wurde erstmals von J. L. W. V. Jensen [6] fir reelle
Funktionen einer reellen Verdnderlichen bewiesen. Der von ihm angegebene
Beweis (er ist auch im Buch von D. S, Mitrinovié [10, S. 12—13] wieder-
gegeben) ldsst sich wortlich auf den von uns betrachteten Fall iibertragen. '

Beachtet man Hilfssatz 3.1, so folgen aus Korollar 2.3 die in dem Buch
von F. Valentine [14, S. 138—139] angegebenen und dort auf andere Art
bewiesenen Sitze iiber die Konvexitit einer Funktion f:M—> R die fiir jedes
Punktepaar x, y& M Bedingung (3.1) erfiillt. Eine Funktion f mit dleser Eigen-
schaft wird auch noch komvex in Sinne von Jensen genannt.

Korollar 3.2. Es sei X ein reeller oder komplexer lmearer Raum. Ist
f:X—R eine additive Funktion, dann ist sie ratzonal I-konvex.
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Beweis. Wegen der Additivitidt von f gilt (vgl. [1, S. 43]D
F@TIx 4271 ) =2 @ 427 ) £/ 4271 )] =
=271 f(x+))=2"1f(®) + 271 ()

fiir alle x, y&X. Nach Hilfssatz 3.1 ist dann f rational 1-konvex. Damit ist
die Behauptung bewiesen.

Wegen Korollar 3.2 kann man also aus Satz 2.1 und Satz 2.2 nOtwendige.
und hinreichende Bedingungen fiir die Stetigkeit additiver Funktionen in topo-
logischen linearen Réumen herleiten. Wir gehen darauf nicht ndher ein.

Eine Anwendung von Korollar 2.3 auf additive Funktionen ergibt

Korollar 3.3 Es sei X ein topologischer linearer Raum iiber dem Kor-'
per der reellen Zahlen und f:X— R eine additive Funktion. Gibt es ein x,EX,
so dass eine der Bedingungen (A,), ..., (Ag) von Satz 2.1 erfiillt ist, dann ist. f
linear und stetig.

" Beweis. Nach Korollar 3.2 sind f und (—f) rational 1-konvex. Wendet
man nun Korollar 2.3 auf diese beiden Funktionen an, so ergibt sich, dass f
und (—f) konvex sind. Daher gilt

f(ax+by)=af () +bf(¥)

fiir alle reellen Zahlen a>0, b>0 mit a+b=1 und alle x, y&X. Beachet man
nun, dass f fir das Nullelement von X den Wert Null annimmt, so folgt
f(ax)=af (x) fiir alle a<[0, 1] und alle x&X. Hieraus ergibt sich aber
f(ax)=af(x) fir alle ac R und alle x&X. Demnach ist f linear. Die Stetigkeit
von f folgt nach Satz 2.2.
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