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ASSOZIATIV-AHNLICHE GESETZE

Henner Krdger

(Eingegangen am 6. September 1976)

§1 Einleitung. Im Rahmen der Verbandstheorie und verwandter Ge-
biete sind Modifikationen des gewohnlichen Assoziativgesetzes

(A) (@b)y-c=a-(b-c
von vielen Autoren untersucht worden. So gibt A. Pectu in [10] die Axiome
) (@-b)-c=b-(c-a),
(ZA) (@a-b)y-e=(b-¢)-a,
(KA) (@a-b)-c=b-(a-c),
(IA) a-(b-c)=>b-(a-c),
(BA) (@ab)y-c=(c-b)-a
sowie ihre Spiegelbilder — indem man zu xéy: =y.x iibergeht — als wesen-

tlich verschiedene Modifikationen von (A) an.

Diese Gesetze geben gewisse Regeln fiir die Klammernsetzung aber damit
verbunden auch gewisse Kommutativititsregeln wieder. Besonders interessant ist
dabei das gewissermalen kommutativassoziative Gesetz (KA), aus dem soge-
nannte innere Assoziativitdts- und Kommutativititseigenschaften abgeleitet werden.
Aus dem gewissermaBen zyklischen Assoziativgesetz (ZA) bzw. aus (V) kann
man eine verschrdnkte bzw. parallele Kommutativititseigenschaft ableiten. Aus (BA)
folgt die bekannte Bisymmetriegleichung. Durch Hinzunahme des Idempotenz-
gesetzes

@ a-a=a

lassen sich diese Eigenschaften noch verschirfen. Gleichzeitig gelingt es mit-
tels (I), Implikationen zwischen verschiedenen assoziativ-ihnlichen Gesetzen
herzustellen.

§2 Z-Operative, V-Operative. Eine Algebra (M, -) vom Typ
<2> — nach F. Klein-Barmen also ein Operativ. — soll kurz V-Operativ
bzw. Z-Operativ bzw. K-Operativ bzw. I-Operativ bzw. B-Operativ genannt
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werden, wenn das entsprechende Axiom (V) bzw. (ZA) bzw. (KA) bzw. (IA)
bzw. (BA) erfiillt ist. Man erhilt nun

Lemma 1: In Z-Operativen gilt das Gesetz der verschrinkten Kommuta-
tivitdt
(@-b)-(x-y)=(y-b)-(a-x).
Beweis. (a-b)-(x-y):((x-y)-a)~b=((a-x)-y)~b=(y-b)-(a~x).

Satz 1: (R. Padmanabhan [9])) Das Z-Operativ (M, -) ist genau
dann ein Halbverband, wenn das Idempotenzgesetz (I) gilt.

Beweis: In Idempotenten Z-Operativen gilt
a-b=(a-b)-(a-b)=(b-b)-(a-a)=b-a,
(@ b)y-c=(b-cy-a=a-(b-c)-
Die Gegenrichtung ist trivial.
o Lemma 2: In V-Operativen gilt das Gesetz der parallelen Kommuta-
e @b (xp)=(b-a)- (-2
Beweis: (a-b)-(x-»)=b-((x-y)-a)=b-(y-(a-x))=
—((@-x)-b)y=(x (b @) y=(b-@)- (- %)-
In V-Operativen definierc man Relationen ¢ und o vermdge
ach: Sa=a-b,
aph: Xa=b-a.

Wenn man nun zeigt, daB o transitiv und antisymmetrisch ist, so gilt dies
auch fiir p, da (V) sein eigenes Spiegelbild ist.

Beweis: Mit a=a-b und b=>b-c gilt
a=a-b=(@-b)-(b-c)=(b-a)-(c-b)y=b-(b-a)-c=
=((a-b)-by-c=(a-b)-c=a-c.
Mit a=a-b und b=>5b-a gilt
a=a-b=(a-b)-(b-a)=(b-a)-(a-b)=b-a=b.

Aber (V) ist fiir idempotente Verallgemeinerungen des Verbandsbegriffes ebenso
wenig geeignet wie (ZA), es gilt nimlich wiederum

Satz 2: Das V-Operativ (M, -) ist genau dann ein Halbverband, wenn
das Idempotenzgesetz (I) gilt.

Beweis: In idempotenten V-Operativen gilt
a-b=(a-b)-(a-b)=(b-a)-(b-a)=b-a,
(@-b)-c=(b-a)-c=a-(c-b)y=a-(b-c).
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Die Gegenrichtung ist wieder trivial.

Wenn (M, A), (M, V) zwei V-Operative bzw. zwei Z-Operative sind, ja
sogar wenn eines ein Z-Operativ und das andere ein V-Operativ ist, so ist
(M, A, V) schon dann ein Verband, falls zwei geeignete Absorptionsaxiome
erfiilllt sind; geeignet sind etwa die Paare der in [8] genannten Klassen 1/2,
1/4, 1/7 — also zwolf verschiedene Moglichkeiten (vgl. auch [10]). Diese
Axiomensysteme sind fiir Verbinde minimal im Sinne von [10] S. 343/4.
Besonders cchén sind natiirlich die Axiomensysteme aus denn das Dualitits-
prinzip direkt ablesbar ist.

§ 3 K-Operative. In K-Operativen gilt die Gleichungskette
((a-b)-¢)-d=c-((a-b)-dy=c-(b-(a-d))=
=b-0)-(a-d)=(a-(b-0))-d=((b-a)-c)-d=
=c((b-a)d)y=c-(a-(b-d))=(a-c)-(b-d)=
=(b-(a-¢0))-d=({(a-b)-c)-d.

Daraus erhilt man sofort die Eigenschaften der inneren Assoziativitdt und der
inneren Kommutativitdt.

Satz 3. In K-Operativen gilt
((a-b)-c)-q=(a-(b-0)-q,
g-((@-b)-c)=q-(a-(b- ).

Demnach kann man in K-Operativen im Inneren der Faktoren eines Pro-
duktes auf die Klammerung verzichten, fiir den Wert der einzelnen Faktoren ist
sie zwar noch relevant, aber nicht mehr fiir den Wert des Produktes selbst.
Der Wert des Produktes dndert sich nicht einmal, wenn man — allerdinges weit
genug im Inneren des Produktes — die Operanden vertauscht im Sinne von

Satz 4: In K-Operativen gilt
(@-b-p)-q=(-a-p)-q=
=p-(a-b-q)=p-(b-a-q).

Fiir idempotente K-Operative soll sogar die volle Assoziativitit gezeigt
werden. Dagegen kann man die innere Kommutativitit in idempotenten K-Ope-
rativen zwar verbessern, jedoch ist eine volle Kommutativitdt nur in Sonderfillen
glltig.

Lemma 3. In idempotenten K-Operativen gilt
31 a-b=(a-b)-b.

Beweis. a-b=(a-b)-(a-b)=(a-(a-b))-b=(a-a-b)-b=(a-b)-b.

Satz 5: In idempotenten K-Operativen gilt das gewdhnliche Assoziativ-
gesetz (A).

o*
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Beweis: (@a-b)-c=((a-b)-¢)-((a-b)-¢c)=(a-b-c)-(a-(b-0))=
—(a-(a-b-0)-(b-)=((@ @) (b-))- (b-) =
=(@-(b-¢))-(b-c)=a-(b-c).

Korollar: In idempotenten K-Operativen gilt
o) a-b-g=b-a-q

Man beachte dabei, daB man von (KA, A) wohl kaum auf (I) aber sehr
wohl von (KA, A) auf (Q) schliefen kann.

K-Operative, besonders idempotente K-Operative, liegen offenbar in nich-
ster Nachbarschaft der kommutativen Halbgruppen bzw: der Halbverbédnde. Diese
Ahnlichkeit soll nun noch unter dem Gesichtspunkt geordneter Mengen und
Verbinde verfolgt werden. Zunichst kann man in K-Operativen eine Relation ¢
vermoge

ach: Xa=a-b
definieten. Dann erkennt man aber leicht die Tranmsitivitdtseigenschaft.
ach, boc = acc,
denn mit a=a-b und b=>5-¢ folgt
a=a-b=(a-b)-(b-c)=(a-b-b)-c=(a-b)-c=a-c.
Weiter gilt
ach > a-b=b-a
und deshalb auch die Antisymmetrieeigenschaft
ach, boa = a=>.
Und iiber gemeinsame Schranken gilt
xoa, xo6b = xa(a-b),
denn mit x=x-a4 und x=x-b erhilt man
x=x-b=(x-a)-b=(a-x)-b=x-(a-b).
Satz 6: In dem K-Operativ (M, -) ist die Relation ¢ genau dann eine
Ordnungsrelation wenn die Operation - idempotentent ist. Man schreibt dann <

statt . Auferdem ist die Ordnungsrelation < in idempotenten K-Operativen mit
der Operation- vertrdglich im Sinne von

a<h > a-x<b-x,
a<b > x-a<x-b.
In idempotent  K-Operativen gilt mit (B 1) auch
a-b<b.
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Folglich ist ein idempotentes K-Operativ genau dann ein Halbverband, wenn
auch

(* a-b<a
gilt. Da sich (*) umformen 148t zu
Ssn a-b=(a-b)-a

und weil sich (B 1) umformen 148t zu
$3) a-b=>b-(a-b),

erhilt man mit dem Transitivitdtssatz fiir Absorptionsaxiome (vgl. [8]) und mit
den in [8, 10] genannten Beziehungen zwischen Absorptionsaxiomen und Idem-
potenzgesetzen schlieflich analog zu den V- und Z-Operativen den

Satz 7: Zu den beiden K-Operativen (M, N\) und (M, \/) bilde man die
Algebra (M, N\, V). Dann ist (M, \, V) genau dann ein Verband, wenn die
Absorptionsaxiome

a=apn(aVvb)y und a=aV{(aAb)
gelten,

§4 I-Operative, B-Operative. Da man von (I, KA) auf (A) schlie-
Ben kann, ist jedes idempotente K-Operativ auch ein idempotentes I-Operativ.
(IA) erlaubt gewissermaBen das Vertauschen linker Operanden. Bei der Charak-
terisierung der sogenannten Implikationsalgebren [1, 3] spielt (IA) eine wesent-
liche Rolle.

Satz 8: In B-Operativen gilt die Bisymmetriegleichung (vgl [2] § 6.4)
B) (a-b)-(x-y)=(a-x)-(b-y).

Beweis: (a:b)-(x-y)=((x-y)-b)-a=((b-y)-x)-a=(a-x)-(b-).
Da aus der Bisymmetriegleichung (B) mit dem Idempotenzgesetz (I) sofort
die Autodistributivgesetze (vgl. [2] § 6.5, [3, 4, 5]

(AD) (@a-b)y-c=(@-c)-(b-c),
(DA) a-(b-c)y=(a-b)-(a-c)
folgen, erhidlt man das

Korollar: In idempotenten B-Operativen gilt das Autodistributivgesetz (AD)
und sein Spiegelbild (DA).

§5 Ausblick. Beieiner Spiegelung vermdge xoy: =y - x gehen die Axiome
(A), (B), (V) in sich selbst iiber, was eine gewisse Auszeichnung dieser Axiome
bedeutet. Dagegen haben (ZA), (KA), (IA), (BA) als Spiegelbilder

(AZ) a-(b-c)=b-(c-a),
(AK) (a-b)-c=a-(c-b),
(Al) (a-b)-c=(a-c)-b,

(AB) a-(b-c)y=c-(b-a).
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Fiir die Spiegelbilder gelten analoge (spiegelbildliche) Aussagen wie fiir die
Urbilder.

Ein ganz anderer Typ eines assoziativ-dhnlichen Gesetzes ist durch das
Zwerch-Assoziativgesetz

(ZWA) (@a-b)-c=(a-b)y-(b-¢0
und sein Spiegelbild
(AWZ) a-(b-‘c)=(a-b)~(b-c)

gegeben. Gegenilber den zuvor genannten assoziativ-dhnlichen Gesetzen hat
(ZWA) den Vorteil, daB die Reihenfolge der Variablen auf beiden Seiten der
Gleichung bis auf Verdopplung die gleiche ist, durch (ZWA) alléein werden noch
keine echten Vertauschungsregeln eingeschleppt. Stattdessen bringt (ZWA) —
dhnlich wie die Autodistributivitit — eine kleine Prise Idempotenz mit. (ZWA)
gilt in jeder idempotenten Halbgruppe und ist daher fiir Verallgemeinerungen
des Verbandsbegriffes gut geeignet [6, 7]. Dies fiihrt etwa zur Definition der
Booleschen Zwerchverbinde — einer weder kommutativen noch assoziativen
Darstellung der orthomodularen Verbidnde. Aber auch in gewissen diskreten
zeitabhiingigen Logiken (vgl. [12]) gilt (ZWA) statt (A). Selbstverstidndlich kann
man aus (ZWA) duich entsprechende Vertauschungen eine weitere Serie asso-
ziativ-dhnlicher Gesetze erzeugen.

Mit den bis hier genannten Eigenschaften erhilt man Fig. 1 und Fig. 2,
wobei — als logische Implikation = zu lesen ist. Mit K ist das Kommutativ-
gesetz

(X) a-b=b-a
[,ZWA AWZ 1

L 1A \I, A/ ALl |, AD DAl
NV

1KA AK, B
LBA «— ALK —> AB| ,BA AB, |
I, ZA 1LV AZ1 LV

Fig. 1 Fig. 2



Assoziativ-ahnliche Gesetze 135

bezeichnet. Vollstindigkeit der — -Beziehungen konte nicht erreicht werden.
Bezichungen der Art non (X => Y) wurden aus Griinden der Ubersichtlichkeit
fortgelassen. Man kann sich aber zahlreiche Beziehungen dieser Art mittels
einfacher logischer Uberlegungen und an Gegenbeispielen klar machen. Fiir die
Verkniipfungstafel

e b ¢ (a-¢)-b=c-b=b,
a a c a-(c-by=a-b=a,
b b ¢ c-(a-b)y=c-a=a,
cla b ¢

(b-c)-a=c-a=a,

gelten etwa (ZWA) und (IA), jedoch sind weder (A) noch (KA) erfiillt. Auch
x-y:=y und x-y: =x sind zu diesem Zweck gut zu gebrauchen.

Es stellt sich abschlieBend die Frage, ob es geeignete Abgrenzungen des
Begriffes assoziativ-dhnlich gibt, so daB fiir spezielle Klassen die Frage nach
einem schwichsten assoziativ-dhnlichen Gesetz in idempotenten Operativen sinn-
voll wird.
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