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DAS TORSIONSPROBLEM EINES RECHTECKIGEN ROHRS MIT
ZWEI RECHTECKIGEN KANALEN

W. Basilewitsch
(Communicated May 19, 1976)

Wie aus der Elastizititstheorie bekannt ist, soll -bei Torsion die Span-
nungsfunktion

) @ (x, )
im Gebiet des Querschnitts die Differentialgleichung

2 2
2) A
ox2 0y

befriedigen, wo mit G das Gleitunésmass, 0 der Torsionswinkel bezeichnet sind,
und die Randbedingungen '

3 O (x,y)=0

am Husseren Rande und, im Falle der Symmetrie des Querschnitts in Bezug
auf die Axe x und y

(4) (Du (xa y)=K

am inneren Rande erfiillt.
Dann wird die Konstante K bestimmt aus der Gleichung

(5) [erad ®,ds= —2GOF,,

wo F,, der Flicheninhalt 3, 4, 4, 3" und S die Linge der Strecke 3 -4 —4' —3' ist.

Die Formen der Spannungsfunktion werden fiir jeden Rechteckteil des
Querschnittes unter Beriicksichtigung der Kontinuitdtsbedingungen an der Beriih-
rungslinie gesondert gewihlt. (Abb. I)
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Im Gebiet I, 1, 2, 2 wird die Spannungsfunktion in folgender Form
angenommen:

(DI b

e

Abb. 1.

( 3 2) Z n ( ) n ( ) cos Lo
1 G B a X A (:,l————+ B S'h
n=1,3.. 2a 2a 2a

(6)

1
o —((n-1)

G632a (_1)2 +A"Chn7c(y h)+B Shnrr(y h) os 1T X1

n=1.3.. n w3 2a 2a 2a

Diese Funktion befriedigt die Differentialgleichung (2) und die Randbe-
dingungen. (3) auf den Strecken I—-2 und 2 1.

Die Randbedingung (3) wird auf der Strecke I—1 befriedigt, wenn

= nrb nwb

) Gegi(-l) +4,Ch 54 B, Sh 20

a

wobei folgende Verhiltnisse zwischen den Koeffizienten 4, und B, entstehen

Ly
3242 (- 1)?

@) A,= -G —B, Th””b
n3n3Chnnb 2a
2a

Im Gebiet 2, 3, 3', 2’ wird die Spannungsfunktion in folgender Form
angenommen:

d)2=GO(tx2—x2)+K + S CaCh
m=1,2,. t t
_1\m
EL—1—)—+c,,,Ch””‘y}sin
t

mT

mwny . mmx
Y sin 2T%2

®

mmx,
t

© 4t2
- {GG’;—;[I—(—I) 1—-K

m=1,2..
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Diese Funktion befriedigt die Differentialgleichung (2) und die Randbe-
dingung (3) auf der Strecke 2—2' und die Randbedingung (4) auf der Strecke
3-3",

Im Gebiet 4, 4, 4, 4' wird die Spannungsfunktion in folgender Form
angenommen:

0,=GO(c—x2)+K+ > D,Chl X cosPTH1_
p=1,3.. 2¢ 2¢
(10) e Toon 4 1—;-@—1)
A SEPIChR I Gl Gl N +D,,Ch"3—’°y}cos——”’”‘1
pPr pw 2¢ 2¢

-3 [Ge
p=1,3..

Diese Funktion befriedigt die Differentialgleichung (2) und die Randbe-
dingungen (4) auf den Strecken 4—4' und 4—4'.

Auf den Beriihrungslinien der Gebiete -2-3 und 3—2 miissen die
Funktionen &, und ®, denselben Wert haben, und ebenso auch auf der
Beriihrungslinie der Gebiete 4 —4 miissen die Funktionen ®, und ®, denselben
Wert haben und die Funktion @, ausserdem noch die Randbedingung (4) auf
den Strecken 3—4 und 4 -3 erfiillen.

Das wird stattfinden, wenn:
1) Der Multiplikator der Funktion &,

. mmX .
sin —2  fiir —a<x, < —a+t
t
fi(x)= 0 fir —att<x,<+a-t
. mmX .
—sin—=2  fir +a—-t<x;<+a
t

in Fourierischer Reihe entwickelt

1

- (r—1)

2 . Tt
. (=1 sin ——

2mt 2a nTXx
11 x)=—(—-1m cos !
( ) .fl( l) ( ) an ”=%3" mz_(il_t_)z 2a
2a
und in (9) eingesetzt wird
) 2 — m
®,- S {GG a1 [1—(—1)'"]—K—2—(——1—)——+C,,,Chmﬂh]-
m=1,2.. m? 3 mn

%(”"” . nmt

(-1 sin ——
2mt = 2a nwx
(12) I-(-D"— 3 prav; cos 1
ar 21,3 mz—(—) 2a
2a
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2) Die Randbedingung (4) auf der Strecke 3-3
| 0 fir —a<x < —a+t
fLi(x)={K fir —-at+t<x;<+a-—t
0 fir +a—t<x;<-+a
in Fourierischer Reihe entwickelt wird '
%G"‘l) nmt
co

2a nTx,
cos

L (=1
(13) AGy=kL S

T n=1,3. n : 2a

3) Der Multiplikator der Funktion @,
0 fir —a<x<-c

DT X fii
,]‘;(xl): COS—?' ur -—c<x,<A+c

0 fir +e<x;<+a
in Fourierischer Reihe entwickelt

1 :
=ip— o COS
4 pc (r—1 2

f3(x1)——— -1)? 2 a A
Ta

und in (10), ohne Glieder mit K, eingesetzt wird

- 1 v
o - {(p—1)
o= S { e%z—"z(—l)“ 4_-D,,Chp—27£cz]-

(14) 1 - costTE
-1 b3 L 2a cos

nwx,
2
Ta n=1.3. nce 2a
pz_

a

Sodann wird (6) fir y=h mit der Summe von (12), (13) und (14)
ausgeglichen, woraus die Verhaltmsse zwischen den Koeffizienten A4,, C,,, D

F4
und K entstehen:

o -
» [6032“ (-1’ +A,,]cos”“"l=
3 TE

n=1,3. 2a
- 3 '{Ge 4r {1 (~ 1) _k2ED" e e ”‘"h]~
(15) m=1, 2.. m? mw t
F0-D  pmt
w (-1? sin ——
_[_(_l)m]2mt 2a nTXx,

2a
2a

=z 7 cos-
)

aTm a1, 3. mz__(ﬂ



Das Torsionsproblem eines rechteckigen Rohrs mit zwei rechteckigen Kaniilen 35

1
7¢-D nnt
4 (-1 cos -~

s 051 T X1
T p=1, 3.. n 2a
1
Ll (-1
(15) + 3 {60320 (-1)2 +D,,chl’_’°i'}.
=1, 3.. 14 7:3 2¢
. cos™ €
(-1 = 2a
-4pc(_1)2 3 2(12‘:0Sn1tx1
T n=1,3.. p2 (nc) 2a
"a

Ausserdem miissen an den Beriihrungslinien 2 —3 ;und 3 -2 der Gebiete
die Werte der partiellen Ableitungen der Funktionen @, und ®,:

(16) (0(1)1) = g: l’—TEB,,cos——m.”:1
0y y—r n=1.3.2a 2a
und
a7 (()Cbz) _ ——C Shmrrh sin 1T X2
0y Jy=h m=T2. t t t

gleich sein.
Das wird stattfinden, wenn der Multiplikator der Funktion (16)

nwx, .
fi(x)=cos 5 L fir O<x,<t
a

in Fourierischer Reihe entwickelt,

2smnnt
=D 2a 2 m(-D" . m=mx
)= —(-pF 22 5 Mg, M,
K3 m=1,2..p02 (n> t
2a
in (16) eingesetzt und mit (17) ausgeglichen wird
Zmnnnt
> nw =D 2a 2 m(-1)" . mnx,
- Z . (— 1) 351N =
n=1,3.. 2a T met2. e (B t
(18) 2a
-3 ——C Sh mwmh sin T X2
me=1,2,. 1t t t

woraus die Verhiltnisse zwischen den Koeffizienten C,, und B, entstehen.

( 1)%("“) inﬂ:t
(- 1m . (- nsin——-

’ B,

2 n

LT U mz_(ﬂ)
t 2a

(19) Cp=—

3.
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Auch miissen an der Berithrungslinie 4 —4 der Gebiete die Werte der
partiellen Ableitungen der Funktionen @, und @,

(20) (5%) = 3 2Theostrn
ay y=h n=1.3...20 2a
und
@1 (0(15) - 3 PTp,shPTh P TN
()y y=h p=1,3... 2¢ 2¢ 2¢

gleich sein.
Das wird stattfinden, wenn der Multiplikator der Funktion (20)

nTX, .
fs(x))=cos . L fir —ec<xj<+c
a

in Fourierischer Reihe entwickelt,

—(p—-)
nwe =2 (—1) P 0P T

2a p=1,3.. pz—(n-(:->2 2¢
a

fs(x)= & cos
T

in (20) eingesetzt und mit (21) ausgeglichen wird

-—(p— )

i HB,,icosn——ﬂc > (=D* zpcospnx1=
n=1,3.2a T 2a p<T3. p2_ ne 2¢
(22) a
-3 D Shp'rrh PTXy
p=T.3.. 2a 2¢ 2¢

woraus die Verhiltnisse zwischen den Koeffizienten D, und B, entstehen.

—(P‘ ) ncosM_c
4c(—-1) ® 2a

— "B,
= Sh (pwh) ST, pz_(fzf)z

2¢ a
Werden in (19) und (23) die Indices i statt n eingesetzt, so ergibt sich,

wenn aus (15), (8), (19) und (23) die Koeffizienten 4,, C,, und D, eliminiert
werden, ein lineares unendliches Gleichungssystem

(23) D,=

1
~—(ﬂ n g 5 1) ]
B+ 2 (=™ sin ——”"”Cth”“b S (-7 isin T
P 2a -1 2a
(2 3 mCh TR e ,
'Bi (4 nTCCCthnﬂ?

= + cos .
m=§.2. mz_(_’i)z mz_(ﬂ)z a2 2a 2a
2a 2a
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L) =3 2(,‘
. zcos B, - =
B2 [p (13)2] [pz_("_C)z]
a a
3 BTl nrbh
e | 2a Mg 1
=-(=D o 2an 2 PYIC
m=1,3 mZ m2_ -
[ (Za)
nrnb
—Ch 1
- (n—1)
249) N 2a _K(=1)? icthnnb g Tt
SShnTCb 2a arT 2a
a
cosnTCt
z 1 2a 128 ¢ GO nwc
m=1, 2., mz_(”_t) n amw a
2a
Cthnnb ® 1

2a - 1,3..1,2[1,2_(_"_")2
a

Dieses unendliche. Gleichungssystem kann in zwei. Systeme zerlegt werden.

(25) B,=b,+b K
Das erste
—(n n o ——(i 1) :
LN N AL AL S| R LS
a’ w? 2a 2a i=1, 3... 2a
mctn ™k
® t 162 nwe nwb
‘b S — 5+ cos Cth .
m=1,2.. mz_(’_t) mz_(f_’) a* n? 2a 2a
2a 2a
3 inc i pCthpT—chh
- > icos—n—b,- >3 —— =
i=1,3... 2a  pi.. [pz__ (E) ] [pz__ (’_1_") ]
a a
nwt nwbh
1 t3sin ——Cth——
5 =1 32a% 2a 2a = 1
=—(-1? ] ,
=006 20w 2. *
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nnb
1-Ch—— )
+ 2(; 128 ¢ G6co nnccthn-rcb.
Bsp o ant 2a 2a
2a ’
® 1
p=lz3 p2 p2_<{l_0)2:|
a
bestimmt die Koeffizienten b, n=1, 3.0
Das zweite
212 —("‘ nmt nth = —’("")
b -1 sin —— Cth —1 i
) 2a 2a i=§3..( )
mmh
int m Cth 16¢2 nmc

- 8in — bik

i i ! + cos .
2a  m=12. mz_(ﬂ)z mz__(_’_'_’)z a2 2a
2a 2a

T h

- ; - pCth
cth"™L S icos T, R LE—
2a 15, 2a *,50. [p (’c)][pz_(”_c_)]

a a

. cosn‘ttt
—(n— ] oo
N CA N LLLY IR LI L
11 2a lar 2a m-12. mz_(ﬂ) n
2a
bestimmt die Koeffizienten b, n=1, 3o

Die Konstante K wird mittels (5), (6), (9), (19), (23) und (25) berechnet.

a—la +h +h N
2f(———q)1) dx+f(ad)2) dy—f( <I)3)dy=—2G9Fm;
0y Jy=n 0X [x=—t ox
h

+e¢ —h

T

® . nw(a—t) . nmc

2 b,+b,) K) [ sin —sin 1+2G0Oth—-
Z__,( o )< 2a 2a>
nb

H("—l) nw
(-1? n smz—

B Goti Nl . (b, + b K) +

t  amnuge. n=lz,3.. mz_("_t)z

2a

nrb
ncos

28 (bt by K)y=—4GO(@a—c—t)h

o0
, 3. n=1,3. pZ_(E)
a

+4G6hc+
an

"Ms



Das Torsionsproblem eines rechteckigen Rohrs mit zwei rechteckigen Kanilen

39

Mittels (25), (8), (19) und (23) werden die Koeffizienten B,, 4,, C,, und

D, berechnet.

Auf diese Weise werden die gesuchten Funktionen @;, ®,, und @,

bestimmt.

Der Spannungszustand kann jetzt nach dem bekannten Verfahren der
Elastizitédtstheorie bestimmt werden.

‘Dieses Problem ist nach der Methode gelost, welche der Autor in seinem
Arbeiten [1], [2], [3], [4], [5] und [6] entwickelte.

Beispiel: a- =4, b=2, h=2, t=2, c=1.
Lineares_Gleichungssystem (24)

1 3 5 7 9
B, +1,209 +0,022 +0,107 | +0,042 —0,001
B, +0,100 | +1,665 —0,107 | +0,141 +0,123
B, +0,816 | —o,181 +1,697 | —0,065 +0,123
B, +0,447 +0,336 —0,091 | +1,673 —0,142
B, —0,018 +0,377 +0,222 —0,183 +1,688
+5287G0 | —0,255G6 | —0,504G6 | —0,081G6 | +0,006G0
—1,727K +0,116 K +0,031 K —0,010 K +0,000 K

wird - durch sukzessive Approximationen geldst

B = +4889G6—~1,531K

B,=—0,268G0+0,102K

B;=—0,639G0+0,125K

B,=—0,167G0+0,027 K

B,= +0,059 G6—0,015K

Aus (26) ergibt sich

K=4+6,893G60
Die Werte der Koeffizienten
B,=—5,667G6 A, =—8750G 6 C,=—0,068 G 6
B,~ +0,433G8 A,=—0,311G9 C,=—0,001G9
By=+0221G0 | A;=—0226G6 D,=—0,102G9
B,= +0,021G9 A,=—0,021G 0 D,= +0,000G 0
B,=—0,047G 6 Ay~ +0,047G 0
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Das Torsionsmoment
a h+b h ¢ h c

{ffq’ dxdy“Lffq’ dXdJ’+ff<P dxdy}+4KF -

M=

_.(,,_

2 ) -
{ Gowp+ % S h* [A,,Shnznb+B,,(Chnnb—l)]+
3 1

n=1, 3... n a 2a
3 2
+Geﬂ+1<’_ﬁ—2’ S C, s 6o chikeh+
2 wils3 m? t 3
. 1%@_1) ;
a8 3 ED p oGPt }+4K(a—t—c)2h=555G0
7'5211—:1,3... P2 2C

Die Spannungslinien sind auf Abb. 2 dargestellt.

SPANNUNGSFUNKTION CD( xv)

y

A
e

§

-
-
—————— ] e

.
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