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Résumé, Dans ce travail on donne des remarques sur la méthode de
P’obtention de I’équation de Riccati effectivement intégrable avec deux coeffi-
cients arbitraires et le troisitme dépendant de ces deux et d’une fonction
arbitraire. On formule six conditions suffisantes d’intégrabilité de ladite équation.
On cite quelques classes d’équations de Riccati qui sont des généralisations des
classes particulieres de Kamke et de Murphy. Elles sont effectivement intégrables
d’aprés la connaissance de leurs solutions particuliéres. On montre la possibilité
de faire le déplacement des résultats obtenus sur ’équation du second ordre.

Introduction

L’équation de Riccati
(0.1) Y =a(x)y*+bx)y+c(x),

ol a(x)0, a(x), b(x) et c(x)& C dans Pintervalle X, a été 'objet de nom-
breuses recherches a différents points de vue. Beaucoup d’auteurs ont donné
des critéres d’intégrabilité effective de I’équation (0.1). Quelques forts résultats
ont été donnés en vertu de la théorie de transformation — par exemple dans
les travaux [5], [6], et [7]. On a donné des transformations qui réduisent ladite
équation 3 sa forme canonique

(0.2) Yy =7y +g(x),

et inversement 1’équation (0.2) & I’équation (0.1), v. par exemple [4] p. 83 et
[5] p,- 130—132. On sait aussi, que ni I’équation (0.1) ni I’équation (0.2) ne
peut pas résoudre généralement par quadratures.

D’autre part, il est bien connu le théoréme qui donne toujours la pos-
sibilité de I'intégration effective des équations (0.1) et (0.2) dans le cas, lorsque
une solution particuliére est connue (v. par exemple [1] p. 22, [2] p. 45, [3]
p. 41, [4] p. 86 et [9] p. 128).
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Le but principal de cette note-ci est de donner des classes — possi-
blement larges de solutions particuliéres de 1’équation (0.1) avec deux coefficients
arbitraires qui sont effectivement intégrables en profitant de ledit théoréme.
Nous remarquons encore que 1’équation de Riccati est lide avec I’équation
lin¢aire du second ordre, alors on peut traduire tous les résultats obtenus pour
I’équation de Riccati a ladite équation du second ordre.

Dans nos articles qui succédérent & ce travail, nous donnerons les résultats
obtenus pour I’équation du deuxi®me ordre en confrontation avec les résultats
publiés dans les traités de Kamke [1] ou [2] et de Murphy [8], ainsi que de
nombreux cas de I'application de la méthode générale de 'obtention des équations
de Riccati effectivement intégrables, signalée dans ce travail.

Ici nous donnerons certains cas particuliers obtenus 2 I'aide de la méthode
présentée ci-dessous.

Jexprime mes remerciments 3 M-me B. Waligéra qui a bien voulue véri-
fier une partie de nos calculs nécessaires pour écrire cette note.

La pensée d’écrire de ce travail a été née pendant mon séjour scien-
tifique a 1’Université de Beograd en 1975.

1. Remarques sur la méthode de ’obtention des classes de I’équation
de Riccati effectivement intégrables

Notre idée est suivante. L’équation (0.1) peut é&tre écrite par exemple
en forme

(1.1) Y =bx)y=ax)y*+c(x).

Posons y'—b(x)y=p.(x). D’ici et de (1.1), nous avons a(x)y*+c(x)=w(x),
ol u(x) est pour le moment une fonction inconnue. De ces derniéres formules
nous obtenons I’équation intégrale non-linéaire en forme

w2 a(x)exp(sz(x)dx) {f(p.(x)exp(—fb(x)dx)) dx+1<}2—p.(x)+

+c(x)=0.

C’est une condition qui doit satisfaire la fonction w(x), pour que de nos
substitutions on peut obtenir des solutions particuliéres.

On peut considérer I’équation (1.2) en quatre cas dépendamment de trois
fonctions données. Dans les deux cas c’est une équation intégrale (fonctions
inconnues: 1) w(x), 2) b(x)), et dans les deux cas restants c’est une équation
algébrique (fonctions inconnues: 3) a(x), 4) c(x)).

Dans le cas premier, il ne peut pas résoudre effectivement 1’équation (1.2)
par rapport & la fonction w(x) généralement, mais dans les trois qui restent,
cela est possible.

A titre d’exemple considérons le cas 4). Il est évident, que dans ce cas
on peut définir par la relation (1.2) un des coefficients de I’équation de Riccati
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par deux restants et la fonction g (x). En le faisant, nous obtenons la classe
d’équations:

Y=a(x)y+b(x)y+ux)-
—a(x) exp(2fb(x)dx) {fp.(x)exp(—fb(x)dx)dx%—K}z,

ou K-const. arbitraire. Profitant de notre substitution nous pouvons obtenir sa
solution particuliére sous la forme

(1.4) yo=exp(fb(x)dx) {f(p.(x)exp(—fb(x)dx))derK}.

De cela et de nos remarques précédents, résulte que nous avons obtenu une
classe de I’équation de Riccati effectivement intégrable avec deux coefficients
arbitraires et le troisiéme exprimé par ces deux et une fonction arbitraire u (x).

L’équation (1.3) est une généralisation d’un type de I'équation de Riccati
résolu par N. H. Abel (v. [1] p. 23) qui 'on obtient en posant dans (1.3)
. (x)=0. De (1.4) nous obtenons sa solution particuliére.

Nous remarquons encore, qu’en écrivant I’équation (0.1) dans autre forme,
mais de telle maniére qu’a chaque sa part il y a deux ses termes, nous pouvons
obtenir d’autres équations intégrales ou différentielles, grace auxquelles on peut
déterminer d’autres formes des coefficients de I’équation (0.1) — différentes
de celles citées plus haut.

D’autre part, si nous supposons la forme de la fonction w(x) nous
pouvons obtenir des conditions sur les coefficients.

Dans ce travail nous nous bornerons & présenter tous tels cas dans lesquels
la fonction w(x) est égale a4 zéro dans lintervalle X. Nous remarquons que
dans les traités de Kamke [1] et [2] et de Murphy [8] il y a beaucoup
d’équations de Riccati, qui sont des cas trés particuliers des équations que
nous donnerons dans ce travail a I’exception d’un cas résolu par N. H. Abel.

(1.3)

2. Cas y'—a(x)y*=0 et b(x)y+c(x)=0
Théoréme 2.1. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
(2.1) Vo= —(fa(x)dx+1<)“‘,

ot K-const. arbitraire, soit une solution particuliére de I’équation de Riccati (0.1)
avec les coefficients a(x), b(x) et c(x)EC et a(x)#0 dans Dintervalle X, est
que les fonctions a(x), b(x) et c(x) satisfassent & la condition

(2.2) b(x)(fa(x)dx+1<)“ —c(x)=0
pour x=X.

Démonstration. Nécessité. Si la fonction (2.1) est la solution de
Péquation (0.1) nous avons I'identité

a(x)(fa(x)dx+K)_2 =a(x) (fa(x)dx+1<)—2 —b®)([a) dx+1<)*‘ +e(x)

dans Pintervalle X. D’ici résulte la condition (2.2).
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Suffisance. Si la condition (2.2) est satisfaite, alors par exemple le coefficient
¢(x) est défini par la formule

c(x)=b(x) (fa(x)dx+1<)“.
D’ici, et de (0.1) nous obtenons I’équation
Y =a(x)y*+b(x)y+b(x) (fa(x)dx+K)_‘.

Il est évident, que la fonction (2.1) satisfait cette équation dans lintervalle X-

On voit que cette démonstration est trés facile. Donc, nous omettrons
les démonstrations des théorémes que nous donnerons dans ce travail car elles
sont analogiques.

Théoréme 2.2. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

(2.3) Yo= —c(x)/b(x)

soit une solution particuliére de léquation de Riccati (0.1) avec les coefficients
a(x)EC,b(x) et c(x)EC! et b(x)c(x)£0 dans [lintervalle X, est que les
fonctions a(x), b(x) et c(x) satisfassent a la condition

(2.4) a(x) — (b (x)/c (x))x =0

pour x<X.
Le corollaire suivant résulte des théorémes 2.1. et 2.2:

Corollaire 2.1. Les sous-classes de la classe de I’équation de Riccati
(0.1) en forme:

(2.5) y'=a(x)y2+b(x)y+b(x)(fa(x)dx+1<)“,

(2.6) y'=a(x)y2+c(x)(fa(x)dx+K)y+c(x),
. (b)Y

2. =(=) 2

X)) y (c(x))xy +b(x)y+e(x)

sont effectivement intégrables (K-const. arbitraire). La solution particuliére dans
les cas (2.5) et (2.6) a la forme (2.1), et dans le cas (2.7) la forme (2.3).

Les équations (2.5), (2.6) et (2.7) sont des généralisations des équations
(1.16) de Kamke [1] et (51) de Murphy [8], mais I’équation (2.5) on peut
obtenir de I'équation (7.12) du travail [10] p. 82, en posant f(x)=1.

3. Cas p'—b(x)y=0 et a(x)y*+c(x)=0

Lemme 3.1. Si la fonction

3.1 Yo=if (%),
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oit i-unité imaginaire, f(x)-fonction réelle, f(x)& C' dans Dintervalle X, est
la solution de I’équation de Riccati (0.1) avec la fonction a(x)&Cl, alors les
fonctions

(3-2.1) Yo =f () tg ([ a(x)f(x)dx)
et
(3-2.2) Yoo = —f(X)ctg ([ a(x)f(x)dx)

sont ses solutions particuliéres réelles.

Démonstration. D’aprés la forme de la fonction (3.1) et du fait
que la fonction (3.1) est la solution de I’équation (0.1) résulte que les
conditions

(3.3) S (X)=b(x)f(x)=0 et a(x)f*(x)~c(x)=0
sont satisfaites dans l'intervalle X. On sait que la substitution
3.4 y=—u'la(x)u

transforme I’équation (0.1) 4 I’équation correspondante du second ordre
G 0+a®bE
a(x)

et qu'elle transforme chaque solution de I’équation de Riccati a la solution
de I'équation du second ordre et inversement. En I’appliquant 4 la solution
(3.1) nous obtenons la fonction complexe

(3.6) u0=exp<—ifa(x)f(x) dx),

(3.5) u+ax)c(x)u=0,

qui d’aprés (3.3) est la solution de I’équation (3.5). (La const. d’intégration
nous pouvons omettre.) On sait aussi, que ses solutions réelles ont maintenant
les formes

(3.7 Uy, = COS (fa (x) f(x) dx), Uy, =sin (f a(x)f(x) dx).

En profitant encore une fois de la substitution (3.4), et des solutions
réelles (3.7) nous obtenons les solutions réelles de I’équation de Riccati (0.1)
pour laquelle les conditions (3.3) sont satisfaites, sous les formes (3.2.1) et
(3.2.2). »

Nous remarquons que telle maniére de la démonstration de ce lemme,
donne la méthode de la construction des solutions réelles de I’équation de
Riccati, quand sa solution imaginaire est connue.

Théoréme 3.1. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

(3.8) Yo=K*exp (fb(x) dx),

oit K* = K, K-const. arbitraire réelle (ou K*-const. imaginaire pure: K* = iK), K0,
soit une solution particuliére de [I’équation (0.1) dans laquelle a(x), b(x) et
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c(X)=C, a(x)c(x)<0 (ou a(x)c(x)>0) dans Uintervalle X, est que les fonctions
a(x), b(x) et c(x) satisfassent convenablement @ la condition

(3.9) c(x)iKza(x)exp(2fb(x)dx)=0

pour x&=X. (Le signe plus pour K* réelle, le signe moins pour K* imaginaire.)

Remarque 3.1. Si K* est imaginaire K*¥=iK et a(x)c(x)>0, alors
d’aprés le lemme 3.1, les solutions réelles ont les formes

(3.8.1) Vo1 = Kexp (fb(x)dx)tg(Kf(a(x) exp(f b(x)dx) dx)),

(3.8.2) Yo, = —Kexp (j b(x) dx) ctg (Kj (a (x) exp (f b(x) dx) dx)),
ol K-const. réelle.

Les conditions (3.9) ont été données par N. H. Abel (v. [1] p. 23)
Les solutions générales des équations de Riccati correspondantes, qu’on obtient
a laide des solutions particuliéres, sont identiques avec celles obtenues par
Abel. Nous remarquons encore que dans le chapitre I nous avons donné une
généralisation des conditions (3.9).

Théoréme 3.2. La condition nécessaire et suffisante pour que les fonctions
(3.10.1) Yo=(—c(x)/a(x)"2,
(3.10.2) Vo= —(—c(x)/a(x))"

soient des solutions particuliéres de I’équation (0.1) dans laquelle a(x), c(x)&C?,

b(x)EC et a(x)c(x)#0 dans lintervalle X, est que les fonctions a(x), b(x) et

c(x) satisfassent @ la condition .

(3.11) be)— 2 (f—(i)) -0
2c(x)\a(x)/x

dans Dintervalle X.

Remarque 3.2. Si a(x) c(x)<0 les solutions (3.10.1) et (3.10.2) sont
réelles; si a(x) c(x)>0 les solutions (3.10.1) et (3.10.2) sont imaginaires. Dans
ce dernier cas les solutions réelles ont les formes

(3.10.3) Yo = (e (fa ()= tg( [ (@) e () dx),
(3.10.4) Yor = —(c(x)/a (x))"2ctg ( [@@ et dx).

Cela résulte de notre lemme 3.1.

Corollaire 3.1. Les sous-classes de la classe de I'équation de Riccati
(0.1) en forme:

(3.12) y’:a(x)y2+b(x)yfFK2a(x)exp(2fb(x)dx),

(3.13) y'=w(x)(K—zexp(—zfb(x)dx))y2+b(x)y+c(x),
3.14 a2 (Eﬁx_)

(3.14) y=a@y a(x)>xy“(x)’
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sont effectivement intégrables (K-const. arbitraire réelle, K+#0). Les solutions
particulieres réelles dans les deux premiers cas ont les formes: (3.8) si a(x)c(x)<0,
et (3.8.1), (3.8.2) si a(x)c(x)>0 dans intervalle X; et dans le dernier cas les
formes: (3.10.1) et (3.10.2) si a(x)c(x)<<0; (3.10.3) et (3.10.4) si a(x)c(x)>0
dans Dintervalle X.

Nous remarquons que par exemple: pour I'équation (3.14) lexpression
a(x) ¢ (x) peut changer son signe. Dans ce cas nous construisons successivement
la solution générale dans les intervalles de méme signe.

Les formes particulieres des équations (3.12), (3.13) et (3.14) ont les
équations suivantes de Kamke [1] ou [2]: (1.97), (1.98), (1.102), (1.106), (1.110),
(1.163), (1.180), (1.201); et de Murphy [8]: (167), (170), (171), (178), (184)
pour a=(n-—m)/2, (249), (271) dans le cas b= —1, (272) dans le cas b= —2,
(324) dans le cas k= —1/2, (371). Quelques d’elles ont été résolues par d’autres
méthodes — sans la connaissance de leurs solutions particuliéres par exemple:
(1.97), (1.98), (1.106), (167), (170), (171).

4. Cas y'—c(x)=0 et a(x)y*+b(x)y=0
Théoréme 4.1. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

4.1 y0=fc(x)dx+K,

ot K-const. arbitraire, soit une solution particuliére de I’équation (0.1) dans
laquelle a(x), b(x) et c(x)EC et a(x)c(x)=£0 dans DUintervalle X, est que les
Sfonctions a(x), b(x) et c(x) satisfassent a la condition

(4.2) a(x) (fc(x)dx+1<)+b(x)=o
pour x&X.
Théoréme 4.1. La condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

(4.3) Yo=—b(x)/a(x)
soit une solution particuliére de I’équation (0.1) dans laguelle a(x), b(x)&C},
c(x)EC et a(x)£0 dans Uintervalle X, est que les fonctions a(x), b(x) et
c(x) satisfassent a la condition
b(x)Y
(4.4) c(x)+<-—) -0
a(x)/x
pour xEX.
Le corollaire suivant résulte des théorémes 4.1 et 4.2:

Corollaire 4.1. Les sous-classes de la classe de I’équation de Riccati
(0.1) en forme:

4.5) y'=a(x)y2—(a(x)(fc(x)dx+1<))y+c(x),
(4.6) y'=-b(x)(fc(x)dx+1<)“1y2+b(x)y+c(x),
, b (x)Y
4.7 = 21 b () y—[—2) |
@.7) Y =a@y*+b(x)y (a(x))x
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ot K-const. arbitraire, sont effectivement intégrables. La solution particuliére dans
les cas (4.5) et (4.6) a la forme (4.1) et dans le cas (4.7) la forme (4.3).

Les formes particuli¢res des équations (4.5), (4.6) et (4.7) ont les équations
suivantes du traité de Kamke [1] ou [2]:(1.20), (1.21), (1.27), (1.28); et du
traité de Murphy [8]:(46), (49), (62), (66).

Dans ce travail nous avons donné 28 équations des traités de Kamke et
de Murphy (ou 4 avec des restrictions), qui sont des cas particuliers des
équations ici citées, mais certaines d’elles sont les mémes.

Remarquons encore que la solution générale de I’équation de Riccati
(0.1), lorsque sa solution particuliére est connue, est donnée par la formule

y=y0+expf(2ay0+b)dx{C—

_f(aexpf(Zayo+b)dx) dx}—l,

ol a=a(x), b=b(x), y,=y,(x) — la solution particuliére, C-const. arbitraire
(v. p.e.: [3] p. 41). Les solutions générales des classes d’équations citées dans
notre travail, on obtient donc A I'aide de la formule (4.8), en posant conven-
ablement leurs coefficients et leurs solutions particuliéres.

Nous présenterons aussi toutes les équations différentielles du second
ordre effectivement intégrables par ladite méthode dans un autre travail.

(4.8)
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