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Introduction

Soit G le groupe multiplicatif R* des nombres réels strictement positifs
ou le groupe additif Z des entiers, ordonné par I'ordre usuel, muni de la
topologie usuelle et de la mesure de Haar usuelle notée B. La loi de compo-
sition sur G sera notée multiplicativement. On notera & la base du filtre des
,voisinages de + oo dans G, formée des intervalles [a, + e[ (a&=G) dans G.
Les relations de comparaison =<(, <¢1 et ~ (en particulier la convergence)
seront considérées suivant G. On désignera par G le qroupe des homomor-
phismes continus de G dans RY.

Une fonction R a valeurs réelles >0, mesurable et définie dans un
ensemble X de &, est appellée & comportement régulier (sur G) si la limite
p(#) =limy— « R(xt)/R (x) existe pour tout ¢ de G; la fonction p, appartenant
alors a G, est dite l’indice de R (Karamata [1, 2]).

Soient f et g deux fonctions complexes dans G satisfaisant aux certaines

conditions, telles que (f*g)(x)= f oS () g(x/t)dB(¢) existe pour tout x de G.
Soit 2 un nombre complexe #0 si G=R*%, =0 si G=Z2 et soit g,=rg-+
+fxg. On considére les énoncés merceriens: ,,la relation g=(R est équivalente
a g, =<XR¥, ,lexistence de lim g/R est équivalente a lexistance de lim g,/R*.

On voit d’abord, théorémes (1.1) et (1.2), que les relations ,,on a f*R=<(R
pour teut R de R(p) et ,,lim(f+R)/R existe pour tout R de R(p)*, ol R(p)
désigne une classe convenable des fonctions & comportement régulier d’indice p,
sont vraies pour les mémes f; pour ces f on a alors les théorémes abeliens:
»la relation g- R entraine fxg=<(R“ et ,si limg/R existe, il en est de méme
de lim (f+g)/R<. 1l résulte aussi du théoréme (1.2) (ii) que si les relations
mentionées sont vraies pour un f, elles sont vraies alors pour tout élément
d'une algébre de Banach commutative 4A>5f. En résolvant I’équation g,—=2Ag+
+fxg (en g) dans A et en appliquant les théorémes abeliens on obtient alors

1) Notations de Hardy. On écrit aussi (Bachmann--Landau) f=0(g) au lieu de f<g
et f=o0(g) au lieu de f<Kg.

2) 11 s’agit donc, dans ces deux cas considérés, des théorémes merceriens différents,
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les théorémes merceriens: ,,la relation &=<\R entraine g<_R* et ,.si lim g/R
existe, il en est de méme de lim g/R* (théorémes ( 1.3) et (1.4)).

Remarquons enfin que, si G=R%, on peut trouver des théorémes abeliens
plus généraux (démontrés d’une maniére différente) dans [3] et des théorémes
merceriens plus particuliers (démontrés d’une maniére semblable) dans [4].

1. Résultats

Théoreme (1.1) Soient R une fonction a comportement régulier sur G
d’indice o, f et g deux fonctions complexes mesurables dans G dont g est loca-
lement bornée. Supposons qu’il existe un o<Xp et un v3=p dans G tels que la
Jonction f max (6, %) soit intégrable et g<o¥. Alors

@) lim-sup |g|/R=c< + o entraine
lim-sup | [o.£(1) {g (x/1)/R (9} dB (1) |<e [4 17| 5 (1) dB (1),
(ii) lim g/R=c entraine

Jim [of @) g (nIR (3B 1) ~e [ f(1)3 (1) dB 0.

Théoréme (1.2) Soit R(p) l'ensemble de toutes les Sfonctions R & com-
portement régulier sur G d’indice o, mesurables, >0 et localement bornées dans
G et telles que R<p. Soit f une fonction complexe dans G.

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) Pour tout R de R(p) il existe un x dans G tel que la fonction
t=>f(t) R(x/t) soit intégrable.

b) Il existe un T30 dans G tel que la fonction fmax (p,%) soit
intégrable.

©) La fonction t+>f(t)R(x[t) est intégrable pour tout R de R(p) et
tout x de G.

(ii) Les conditions suivantes sont éguivalentes:

d) [of () R(x/t)dB(t)<<R(x) pour tout R de R (p).

e) Il existe un c<{p et un t=p dans G tels que la fonction S max (s, 7)
soit intégrable.

Y

Théoréme (1.3) Soit R une fonction a comportement régulier sur G
d’indice p. Soient f et g deux Jfonctions mesurables complexes dans G. Supposons
que, pour un c<{p et un tp-p de G et pour un nombre complexe A(#£0 si
G=RY, =0 s5i G=2Z), on a

a) La fonction f max (o, ) est intégrable.

b) La fonction g/max (o, 1) est bornée.

c) A+ f ¢/ 1dB#0 pour tout homomorphisme continu x de G dans le
groupe multiplicatif C* des nombres complexes +0 tel que o=<_y=<_T.

3) Si h est une applicatign de G dans un ensemble quelconque E, on note 4 I’applica-
tion de G dans E définie par ki (x)=h(1/x).
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Si Pon pose g;(x)=2rg(x) +fo(t)g(x/t) dB(t) pour x de G, alors
(1) &<XR entraine g=_R.
(i) lim g;/R=c entraine lim g/R=c <7\+ _/Gfé d[‘})q.

Théoreme (1.4) Soient cw= + o i+ Py, T =1y + (+ 00) Gy, (V.
Le théoréme (1.3) reste valable si I'on y remplace ou o par o, ou bien © par
Tw (en supposant, dans le deuxiéme cas, la fonction g localement bornée dans G).
Le théoreme (1.3) et ceux obtenus par les substitutions précédentes restent vala-

bles si ’on remplace dans leurs hypothéses b) et ¢) : 6 (6= c-<{p) ou © (e<Xt=<Tw)
(ou tous les deux) par ¢.

Exemple (1.5) Soit G=R*. Identifions un homomorphisme continu X
de R% dans C* au nombre complexe z tel que y(f)=1t¢ pour tout t>0 et
remarquons que l'on a #2=<(#*" (resp. 1*-<{t*') si et seulement si Rz<<Rz’ (resp.
Rz<Rz'). Si 6 est un homomorphisme continu de R*. dans R*, nous désig-
nerons par o le nombre réel obtenu par Iidentification précédente. Alors le
théoréme (1.4), dans le cas oll T= + o et o est remplacé par p dans b) et
c¢), prend la forme

(1.5.1) Soient R une fonction a comportement régulier sur R, d’indice e,
f une fonction mesurable complexe dans Dintervalle [1, + et g une fonction
complexe mesurable et localement bornée dans R’.. Supposons que, pour un
nombre réel c<<p et un nombre complexe A0, on a

a) la fonction f(t)1=° est t~dt-intégrable dans [1, + [,
b) g ()= t° lorsque t—0-+,

o) f(z)= fwf(t) t—z—tﬁ;ﬁ — A pour tout nombre complexe z vérifiant Rz>p.
1 {

Si lon pose g;\(x)=7\g(x)+f f(t)g<i> a pour x>0, alors
1 t t
(i) &=<XR entraine g=_R.
® -1
(i) lim g,/R—c entraine lim g/R=c<7\+ f 0 z—vﬁ) .
: t

Les cas particuliers de (1.5.1), f(#) = (log t)*" 1T (k) ¢ et f(t) =k (t— 1)s—1t*
pour un k=1,2,3,... et tout r>1, ont été considérés dans [4].

1. Démonstrations

Compte tenu de I'égalité [ f(1)g (x/1)d@ (1)~ [, f(t)g(xt)dB (r) obtenue
par le changement de variables ¢z 1/¢, on voit que (I.1) est une conséquence
immédiate de [5, Théoréme (2.1)].

Démonstration de (1.2.). Il est clair que ¢) = a) - e) = d) découle
immédiatement de (1.1) (i) car on a R<(g=<(& pour tout R de R(p) et tout
6<Xp de G. Pour obtenir b) = c¢), il suffit de montrer que Iapplication

*) On note 9 la fonction caractéristique de 1’ensemble ECG.
5) dt désigne la mesure de Lebesgue sur R.
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t+—> R(x/t)/max (g(¢), 7(¢)) est bornée dans G pour tout x=G. Cette appli-
cation étant localement bornée dans G, la conclusion résulte de R (x/t) =
=R(t/x)<¢(t/x) =p(x)p(¢) lorsque t—>-+o et R x/D)<Lr(x/t)y=7(x)T(¢)
lorsque 1/t— 4+ oo [5, (1.8)].

a) = b). Remarquons d’abord que max (5(z), T()=7(1) si t<1. =3(r)
si 1>1. Comme p&R(p), la fonction S@)p(t)=g(x)f(t)p(x/t) est intégrable
dans G et par suite dans 1L, —[. 1l suffit donc de prouver qu’il existe un
T3>p dans G tel que fT soit intégrable dans ]<-, 1]. En observant que

(2.1) Tout y dans G est de la forme y,(t)=exprB(]l, t]) pour t>1 oi
r parcourt I'ensemble R; de plus, on a Y>> 1 pour >0,

le probleéme précédant se raméne a:

Il existe un nombre réel r>0 tel que

2.2) [ nlf @[5 @ exp (rB AL, 1) dB (1)< + 0.

Soit E I'espace vectoriel de toutes les applications mesurables et bornées
h de G dans R égales 3 0 dans I<= I[ et tendant vers O lorsque ¢ tend vers
+ 0, muni de la norme | h||=sup;cc|h(t)|. E est un espace de Banach. Pour
h de E et t de G posons

2.3) R(h, t)=p(t)exp [, h(s)dB(s).
La fonction R(#4,-) est dans R (p). En effet, elle est continue et >0 dans G,
=p(?) pour <1 (par définition). On a, d’autre part, R(h, xt)/R(h, x)=

—p(0exp [, h(HdB(s)—p(t) exp [, h(x5)dB(s) - p (1) lorsque x — + oo
(pour >1), d’ou

R (h, xt)[R (h, x) =R (h, xt)R (h, xt (1/1)) 1o (1/t) = (t)
lorsque x— + o0 (pour < 1).
Posons maintenant F(h)zf](_,”|f(t)]R(h, 1/t)dB (t) pour h de E. Alors
a) et l'inégalité
e (X) R(h, 1/t)[R (h, x/t)=exp fc(<P]1, 11— @1, xin) hdp
<exp|[A][B (11, 1/)) ATL, x/1])®
<exp || 4| B (Imin (1/z, x/t), max (1/1, x/0)])
=¢&xp ” h || ﬂ(]mln(l’ x), max (1, x)])

entrainent que F(h) est un nombre réel (fini).

Considérons l'application A+ F (k) de E dans R. Si une suite (h,) dans E
converge vers h, on a F(h)<lim-inf, .., F(h,) (d’aprés le lemme de Fatou), ce
qui montre que F est semi-continue inférieurement dans E. Par conséquent,
F est bornée dans une boule fermée de centre k et de rayon r>0. Supposons

%) On note A A B la différence symétrique de deux ensembles 4 et B.
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que k soit & support compact, vu que telles fonctions forment une partie par-
tout dense dans E. Il résulte alors de I'inégalité

|
(2.4) [log (R (h, R (h+k, 1)) | =| [, ((~k)dB <[, _|k|de
quon peut supposer k=0. Soit M>0 un nombre réel tel que F(h)<<M pour
tout ACE, || h||<r. La relation (2.2) découle alors de
[ 7@ 6@ exp (rB A1, 1/1]) dB (1)~

= o fO | R, 1D dB () <M

lorsque x— + .

d) = e). En considérant la partie réelle et la partie imaginaire de f, on
peut se borner au cas ou la fonction f est réelle.

Il est clair que d) entraine a). En utilisant b) on voit alors que la fonc-
tion ft est intrégrable dans J<, 1] pour un *$>p de G. Il suffit donc de
montrer que f¢ est intégrable dans [I, —[ pour un c<¢p de G, ce qui se
réduit, compte tenu de (2.1), a:

Il existe un nombre réel r>0 tel que
2.5) S PO [5@ exp (rB (11, 1)) dB (1)< + o0
Appliquant (1.1) (i) & la fonction feu_ 1, on obtient

Jo W/ ORE/DABO<R()

et par suite
Juf O R/ dB ()< R (x)
pour tout R de R(p). Nous montrerons d’abord

(2.6) Soit az=1 un élément de G, R un élément de ‘R (p). Si la fonction
log R est localement bornée dans Uintervalle [a, —[, Iapplication

x> (R®) [, 1 F(O| R/ dB ()

de [a, —[ dans R est bornée.

Pour tout A0 de E la fonction (2!|h||+h) R~2||h|| R est aussi dans
R (o) et la fonction log (2| 7| + k) est bornée dans G, d’ou

2004l [ SO RGO+ [, L f @R/ (x/1) dB (1)< R(x),
R u, (= [, SEDOR@E@ABE) = [, SO R/ (x]t)dB (1) =
= ot ) R(x/1) h (x1) dB () <R ().
L’application x> u (h), définie par Pégalité précédente, est localement

bornée dans [a, —[ pour tout /z de E. En effet, pour tout b>>a de G il existe
un nombre réel m>0 tel que R(x)>1/m dans [a, b]. La fonction f étant loca-

3 Publications de I'Institut Mathématique
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lement intégrable (d’aprés b) et la fonction R localement bornée dans G (par
I’hypothése), la conclusion résulte de I'inégalité

W |<m | bl [, fO|RGIDABE)  (a<x<b).

La famille (u,),~, des formes linéaires continues sur E est alors bornée dans
tout point £ de E (i.e. supy=o|u,(h)|< o). Par conséquent, la famille
(|| #x|])x=a est bornée, ce qui prouve (2.6).

Enfin, par
Fo(hy= [ gl F O (R, xI0)R (h, %)) dB (1)

= [u alF @ 3@ exp (- [, k() dB(s)) dB ()

(x>>1) est définie une famille des applications continues de E dans R bornée
dans tout point 2 de E, vu que logR(h,-) est localement bornée dans [I, -
Cette famille est alors uniformément bornée dans une boule fermée de centre
k et de rayon r>0. On peut supposer d’abord que k est & support compact
et puis, en utilisant (2.4), que k=0. Soit M>0 un nombre réel tel que
F.(h)<M pour tout A< E, || h||<r et tout x>1. La relation (2.5) résulte alors de

fn,x]|f(t) le@)exp (rB (11, D) dB (1) = Fy(—rep, ) <M

lorsque x— + 0.

Démonstration de (1.3). Posons w=max(5,%), v=1/w. Les fonc-
tions v et w sont continues et >0 dans G. On a de plus w(sH)<w(s) w (1),
v{st)<v(s)w(t) pout tout s et ¢ de G.

Désignons par L¥=L*(G) I'algébre de Banach commutative pour le pro-
duit de convolution des fonctions complexes wp-intégrables dans G, par L*~
lalgébre déduite de L* par adjonction d’un élément unité (¢, = mesure de Dirac
en 1) si G=R", L* si G=Z. Soit G (w) I'ensemble des homomorphismes con-
tinus y de G dans C* vérifiant o<(y=Cr. Alors e, +fE L*~ (d’aprés a)) est
inversible (d’aprés c)), vu que les caractéres de L*~ sont les applications

ae,+hisat [oh7dB(XEG (W)[6, § 18, 19]. Soient fLEL* et peC tels que
. - . -1
pe, +/o= (e, +1)7" et, par suite, u+ [ fi5dB~(n+ [,f5dB) "
La fonction gv étant bornée (d’aprés b)), I'inégalité

SO ) [y S@[w () |g(x/D)|v(x/t) (x, tEG)

montre que la fonction (fxg)v, ol (f+g) (x)=fo(t)g(x/t)df)(t) pour x de G,
est aussi bornée; il en est de méme de g,v=(Ag+/*g)v. Les fonctions f et g
c¢tant convolables, il en sera de méme de fi et |f|*|g|. Par conséquent,

fux(fxg) = (frxf) *g, dou
g=e xg=((ue, ) * ey + 1)) * g = (ue, + /) * (O, + )+ g) =

=+ s @m=uen+fix g,
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ce qui peut s’écrire
gx)=pg(x)+ fc L (@) gn(x/t)dB (t) presque partout dans G.

Cette égalité est vraie pour tout x de G car les fonctions

wer—9) M) =u [, fOgx/)dB({E) A£0) et [ fi(0)g(x/n)dB ()

sont continues dans G. Cela étant, une application de (1.1) termine Ila
démonstration.

Démonstration de (1.4). La démonstreiion de la premiére partie
de (1.4) est identique a celle de (1.3). Nous allons prouver la deuxiéme.

Soient o, 7 deux ¢éléments de G=GU{0w, 7o} vérifiant o< p <<,
(6, T)# (0w, Tw) €t tels que la fonction f max(s,T) soit intégrable. Posons
6,=p(T,=0) si I'on a remplacé o par p (v par p), 6,=a(t,=7) dans le cas
opposé. Par I’hypothése la fonction g/max (¢, 7,) est bornée. Pour tout o', 1’
de G vérifiant 6<o'<{o,, T,<X7'<(7 la fonction f max(5’,¥’) est intégrable
et la fonction g/max (¢’ 7') est bornée car max (¢', T')<<max (5, T) et max (o,, 7,) <
<max (¢’, t'). Il suffit, d’aprés la premiére partie du théoréme, de montrer

qu'il existe o/, 7 dans G tels que l'on a 6<{o'<{q,, T,<Xv'<7, o'<Lp(1 et
f(x)=fcfid[3# ~X\  pour tout y de é(c’, ')

ot G (¢', v’) désigne l'ensemble des homomorphismes continus y de G dans C*
vérifiant o'< <7

On conserve les notations de la démonstration de (1.3).

Soit G=RY. Par lidentification donnée dans (1.5) I’espace des caractéres
d’algébre de Banach L¥(RY) s’identifie & la partie U (s, 1) de C formée des

nombres complexes z Vérifiant o< Rz<1[6,§18] et la transformation de
Gelfand de f s’identifie a la fonction

fz)= f:f(t) t"zgf

sur U (o, 7). Comme f est continue et tend vers 0 a Dlinfini sur U(&, 7),
I’ensemble N=f—1(—k) sera compact; on a, d’autre part, U(s,, 7,)(\N=g.
Si o,=p (resp. T,=p), il suffit de prendre o' Em, p[ (resp. t'E]e, M[) on
m=max {Rz|zEN, Rz<p} (resp. M=min{Rz|zEN, Rz>p}).

Soit G=Z. En identifiant un homomorphisme y de Z dans C* au nombre
complexe z tel que y(n)=z" pour tout entier n et désignant z par y si y est
strictement positif, on peut identifier I'espace des caractéres d’algébrc de Banach
L*(Z) a la partie U(c,t) de C formée des nombres complexes z vérifiant
o<|z|<7[6, §19], la transformation de Gelfand de f & la fonction f(z)=
=Zaczf()z" sur U(s, ). Comme la fonction f est continue, I’ensemble
N=£71(0) sera compact; on a, d’autre part, U (s,, 7)) \N = o . Si o,=p (resp.
t,=p), il suffit de prendre o' &]m, [ (resp. 7' &]p, M[) ot m=max {|z||zEN,
|z|<p} (resp. M=min{|z||zEN, |z|>p}).

3*



36 D. Arandelovi¢

REFERENCES

[11J. Karamata, Sur un mode de croissance réguliére des fonctions, Mathematica,
Cluj, 4 (1930), 38—53.

[21J. Karamata, Sur un mode de croissance réguliére, Théorémes fondamentaux,
Bull. Soc. Math. France 61 (1933), 55—62.

[31 R. Bojani¢ and M. Vuilleumier, Asymptotic Properties of Linear Ope-
rators, Enseignement Math. 19 (1973), 283—308.

[4] S. Aljanci¢, Asymptotische Mercersitze fiir Hélder-und Cesaro-Mittel, Publ.
Inst. Math., Beograd, 17 (31) (1974), 5—16.

[5] D. Arandelovi¢, Fonctions a comportement régulier et convergence uniforme,
Publ. Inst. Math., Beograd, 19 (33) (1975), 17—24.

[6] 1. M. Gelfand, D. A. Raikov, G. E. Silov, Commutative normed rings,
Gostehizdat, Moscow, 1960 (Russian).

Omladinskih brigada 212/21
11070 Beograd, Yougoslavie



	29.tif
	30.tif
	31.tif
	32.tif
	33.tif
	34.tif
	35.tif
	36.tif

