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QUELQUES COMPLEMENTS AUX RESULTATS DU TRAVAIL
»SUR LA CONVERGENCE DES RAPPORTS DE LA SOMME
PARTIELLE AU TERME GENERAL ET DU RESTE AU TERME
GENERAL D’UNE SERIE REELLE OU COMPLEXE“

Dusan D. Adamovié
(Communiqué le 29. aolit 1975.)

0. Soit dans ce qui suit:

C Tlensemble des nombers complexes, R celui des nombres réels, N celui
des nombres naturels, Ny=N(J{0}, C.,=Cl{oo};

(@n)ncn, une suite de nombres complexes ou réels, différents de zéro
pour n suffisamment grand,

Sn: z a; (neNo)’
dans le cas ou la série
+ o0
(D 2 %
k=0

converge (avec une somme finie),
+ o0 + o0
§=>a, R=3q (nEN,).
k=0 k=n

Par le symbole «,1+ oo nous désignons le fait que la suite de nombres réels
(%n)ncn, Croit strictement pour n suffisamment grand et tend vers - oo, et
par a,{ 0 le fait qu'elle décroit strictement pour n suffisamment grand et
tend vers 0.

Dans cette Note, nous allons donner plusieurs compléments & notre
travail [1], dans lequel nous avons traité la question suivante: sous quelles
conditions on a, pour un nombre complexe w donné,

I lim ﬂzw, ou bien 1I lim &zw?
W w.
n—-+| oo an n—»>+oo an

Nous y avons distingué le cas complexe, c'est-a-dire le cas général ol
a,cC (neNy et weC, du cas réel, ou a,=R (nEN,) et wR. Dans le cas
réel nous avons considéré aussi (I,) et (IL,) avec les valeurs w= — oo et w= + oo.
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D’autre part, dans le cas complexe la convergence d’une suite (z,) vers oo,
désignée par lim z,= oo, signifiait, comme d’habitude, que lim |z,|= + o.
n—+ oo n->-+4 oo
Cette dénomination et la désignation correspondante étaient évitées dans le cas
réel, ou il s’agissait, d’autre part, de la convergence vers — oo et vers - oo.
Dans le texte qui suit nous allons garder les mémes significations de termes et
de symboles, en y ajoutant le terme cas complexe au sens large pour désigner
le cas ou dans (I,) et (II,) w prend les valeurs de C., (an),en, restant toujours

une suite de nombres complexes.

Entre autre, nous avons démontré dans [1] les théorémes suivants:

Théoréme A (théoréme 2 dans [1]1). Dans le cas complexe et pour

1
R —
e(W)vi2

1° on a (L,) si et seulement si

w

. a
(1) lim L
n—>te g, w—

AS=0 pourvu que la série (1) converge,

2° on a (II,) si et seulement si

, -1
(ITy) lim Znt1_ % A la série (1) converge.
: n>to g, w

Théoréeme B (théoréme 3 dans [1]). Dans le cas complexe, pour tout
1
wE C satisfaisant a Re (w)=—~2~:
1° la condition (I;,) est nécessaire et nest pas suffisante pour (1,);
2° la condition (II;V) est nécessaire et nest pas suffisante pour (IL,).
En particulier, s’il s’agit du cas réel avec w=?:

3° la condition

1
, lim Znti_ (: /2 )/\ Dot iy converge (vers — 1)
(l) n—>+te 4, 1/2_1 A, 1t a,,,

Alla, |1+ V(la,[LOAS=0)]
est suffisante pour (1.},);

4° la condition

1/
(Ir) lim 21 g <: /21 l->/\ LTS converge (vers —1)A|a,|l0
n——ow /2 an+1+a,,+2

n

est suffisante pour (IL.,).
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Théoreéeme C (théoréme 3 dans [1]). Dans le cas réel:

1° chacune des conditions suivantes
(I/er) a,>0 pour n suffisamment grand (1) converge avec §>0;
(I:w) a,<<0 pour n suffisamment grand A (1) converge avec S<0;

a, est de signe constant pour n suffisament grand

e

(L) A (1) diverge A lim nir _

n>tw  a,
est suffisante pour (1,.);

2° chacune des conditions
(Il_w) a,>0 pour n suffisamment grand A (1) converge avec S<0;
(II_/w) a,<0 pour n suffisamment grand A (1) converge avec S>0;
(") (1) converge avec S=0A lim m1 -1

n—-tco an

est suffisante pour (I1_.);
3° Pinégalité
lim %1
n>tw a4,
est une condition nécessaire pour (1,.), de méme que pour (1_,);

4° la condition

(1_x) (1) converge A lim Gnvr g
n>tew 4,

est suffisante pour (11, .);
5° Pégalité (11_.) n’est pas possible.

Corollaire de C. Légalité

) lim Zn1_ g

n—+ oo an
entraine (1} ) ou (1_), suivant qu’il s’agit des cas ot (1) diverge ou converge
avec a,S>0 pour n suffisamment grand, d’une part, ou du cas o (1) converge
avec a,S<0 pour n suffisamment grand, d’autre part. L’égalité (2) et la conver-
gence de (1) entrainent (I1, ..).

1. On peut dire que le théoréme A et la premiére partie du théoréme B
se rapportent a la liaison entre I'égalité (I,) et la condition (I,), de méme
qu'entre I'égalité (II,) et la condition (II,). Si Ion pose

: iy
lim 2L =¢,
nstw  q,
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cette limite dans (I) est liée & w de (I,) par la relation

(3) (=Y (<:> w=£—>,
w—1 —1
et la méme limite dans (II,) et w de (IL,) sont lis par
@ w1 <©w=-1—>.
w 1-¢

D’aprés A, pour Re (w);»é% on a (I,) <> (I,) et (IT,) <> (I,). D’aprés la pre
mi¢re partie de B, ces liaisons entre (I,) et (I,), et entre (II,) et (IL,), sont
moins étroites pour tout w=C satisfaisant 2 Re (w):%: elle se réduisent pour
ces valeurs a (I,) = (L) et a (II,) = (IL,). Or, la droite ,singuliéres
Re (w) =? dans le plan des w correspond, selon (3), de méme que selon (4)

au cercle unité non complet

C= 1AL

dans le plan des { (voir les figures 1 et 2). D’aprés chacune des relations

Q

) /\///\///?
/’Z{/{ / // ®
W/
Vi

N

/]

Relw)= £

W N

Fig. 1 Fig. 2

(3) et (4), les valeurs w= o0 et {=1 sont mutuellement correspondantes. C’est
a ce cas particulier, qui n’a pas été traité dans [1], que se rapporte DI’énoncé
suivant.

Théoreme 1. Dans le cas complexe au sens large:

1° la condition

4 . a
) lim 2L —1AS=0 pourvu que (1) converge
n—-ow an
n’est ni nécessaire ni suffisante pour
n

(Ioc) lim —2— 0 ;
n—»-+4 o an
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2° la condition

(Ir) lim %re1_ g A (1) converge

n—-+oo an

n’est ni nécessaire ni suffisante pour
. R
(I1,) lim —Z= oo;
n—+oo a”

3° sous I’hypothése
) Im<§)=0(1) (n—> + o),
a

n

la condition (1) est suffisante pour (1), plus précisément, pour qu’on ait

lim Re(i"):—oov lim Re<§f): + o
n—>+o a A—>4 o0 a

n n

4° sous Ihypothése
6) Im<5'-‘>=0(1) (s i),

n
la condition (1)) est suffisante pour (1), plus précisément, pour qu’'on ait
- p p p
R’l

n—-4-00 a n—s>+oo an

i Re(&'):—wv ffi Re( )=+oo;

n

Remarque. Il résulte immédiatement des assertions 3° et 4° du théoréme
précédent que dans le cas réel (I,) entraine

. ; S
lim i’=~oov Iim —2= + o
n—+oo an n—+ oo a”
et (II,)) entraine
. R . R
Iim 2= — oV lim ~?= L o,
n—-+ oo an n—»+4- 0 an

Cependant, cette conclusion est contenue dans le corollaire cité du théoréme C
(en réalité, ce corollaire est plus précis que cette conclusion).

Dans la démonstration du théoréme 1 on va s’appuyer sur les deux
lemmes suivants.
Lemme 1. Pour deux suites de nombres complexes
(zn)n(:No et (Cn)neNo’
la comjonction
le,|=1 MENHYA lim c,=1Az=1
(7) n—>+4o0
/\Zn+1 =1 +¢,2, (nENO)
Wentraine pas lim z,= oo.

n—+oo
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Démonstration. Soit:
2w,

—i
(8) e,=e"  (MEN);
Co=8y C=C=C3=83, C4=C;=C=0C;=¢,,
Cg=Co=Cp=C=Cp=85, C3="+ "+ =Cg=&; ...;
z,=1, z,,,=1+c¢c,z, (MEN,).

Dans ce cas-la on a évidemment |c,|=1 (n&EN,), lim ¢,=1, et aussi:

n—»- o0
zy=1, z;=14¢,=0, z,=1+¢,-0=1, z,— 1 ¢,
Zy=1+e;+e°=0, z,=1+4¢,-0=1, zg=14¢,,
Z;=14e+el, zg=1+e+e%+¢3=0, zg=1+¢,-0=1,... .

Donc, ces suites (zp)nen, €t (cancon, satisfont & (7) et la premiére d’elles ne
tend pas vers oo, prenant une infinité de fois la valeur 0 (et une infinité de
fois la valeur 1).

Lemme 2. La conjonction des conditions

©) Zy o =d,+c,z, (nEN),
(10) lim ¢,=1,
n—>+ o0
lim Re(d,)=v#0 et Im(z)=0(1) (r—> + )
n—+oo
entraine

lim Re(z,)=—c V lim Re(z,)= 1 .

n—-+teo n—»+oo

En particulier, pour le ssuites de nombres réels (cncn,> (dnncn, et (ZneN, la
conjonctions des conditions (9), (10) et lim d,=vy+#0 entraine

n—- oo
(1) lim z,=—oV lim z,=+ .
n—>+too n—>+00

Démonstration. Considérons tout d’abord le cas particulier, ou il
gagit de trois suites de nombres réels. Soit y>0. L’hypothése (— symbole
de négation)

=1( lim z,= — o)
n—-+4 oo

entraine lexistence d’un point d’accumulation z>-—o de la suite (z,).
D’aprés (9), les valeurs
z+ky (kEN)

sont aussi points d’accumulation, d’ou la conclusion que la suite (z,) n’est pas
bornée de droite. Donc, avec un p¢(0, 1) arbitrairement choisi, on a, pour
un nyEN,

d2—y L vy (n=ny), c,=p (1=n), 24> 1,

1
2
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et par conséquent
Zng+1 > Yo + P

Zng+2>>Yo + Yo 0 + 2

..............

+p¥  (kEN).

Il en résulte

faisant p—1—0, on obtient

lim z,> + o, cad Ilim z,= + .

n—-+ oo n—- o

Soit y<<0. Ecrivant (9) sous la forme
—Zn+1:(—dn)+cn (_—Zn) (HENO)
et appliquant le résultat précédent, on conclut qu’on a aussi nécessairement (1)

dans ce cas.
Dans le cas géneral, si 'on pose

Re (Zn) =Xu» Im (Zn) =Y. Re (Cn) =%, Im (cn) = Bn » Re (dn) =",, Im (dn) = 8)1
et Pon égale les parties réelles des membres de (9), on obtient
(12) xn+1:(Yn—pnyn)+°‘nxn (I’IENO).

Etant donné que les hypothéses du lemme entrainent

lim (v,—B8,7)= lim v,— lim (8,7,)=y—0—v#0, lim a,~1,
n—>-+ o0 n->+4 oo

n—>-+f o0 n—+ow
il résulte de (12), d’aprés ce qui précéde, qu'on a

lim x,=—oV lim x,= 4 0,
n—+4 oo n—>+4 o0

c.q.f.d.

Démonstration du théoréme 1. Il résulte de I'assertion 1° (ou 2°)
du théoréme C que (I,) n’est pas une condition nécessaire pour (I), et
Passertion 4° du méme théoréme implique que la condition (IL,,) n’est pas
nécessaire pour (II,).

Soit (en)nen, une suite de nombres complexes qui, avec la suite corres-
pondante de nombres complexes (Zn)nen,, remplit la condition (7) sans qu’on
ait lim z,= oo (lemme 1; on peut par exemple définir la suite (c,) comme

B>t 00
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dans la démonstration de ce lemme). Si I'on pose

n—1

-1
ay=1, a,,:(n Ck) (nEN),

k=0
on a:

Il

Tttt meNy, lim Zeiog

n

an n—+o0 an

la,|=1 (n&N,), ce qui entraine la divergence de la série H;

SO Sn+1=1+ a" .&:1+C"§ (nENO)
a, a,

a a

R+l n+1
- , . . S
Donc, dans ce cas la condition (I,,) est remplie et la suite z,—-" (n=Ny) n’a

n
pas la propriété lim z,= co. Par suite, la condition (I')) n’est pas suffisante

n—>—co
pour (I).
Avec ¢,(n&EN) donné par (8), la suite (@n)nen, définie comme suit:
1 1 S &52
ao=—, al=i2" a2=—, a3=_3, a4=i’
23 23 33 33 33
1 £ g2 g, 1
a5= =, Gg=—=, ay="%, a=—*, gy——,
43 43 43 43 53

satisfait & (II)), ce qu'on établit sans difficulté. On a pourtant, pour la
méme suite,
Rn(tH—l)_1

L0 (EN),

an(n—H) 1
—5

de maniére que (II,,) n’est pas valable.

Les assertions 3° et 4° du théoréme résultent du lemme 2, étant donné
quon a, au moins pour n suffisamment grand (ce qui, évidemment, n’est pas
une restriction essentielle de la possibilité d’appliquer le lemme 2):

S a, S R R a
ol 14 Tn Pr et ”—“=(_1+_")_L_
an+1 an+1 a, an+1 a; an+1

L.1. Cest de la maniére suivante que Pon peut résumer toutes les
assertions des théorémes A, B et 1 relatives au cas complexe et au cas complexe
au sens large:

| . , .
Dans le cas complexe, si Re (w);é?: (I,) est une condition nécessaire et

suffisante pour (1,) et (IL,) est une condition nécessaire et suffisante pour (I1,).
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L 1
Dans le cas complexe, pour tout w avec la propriété Re (w):?: la
condition (1) est nécessaire et n’est pas suffisante pour (1,.), et la condition (II.)
est nécessaire et nest pas suffisante pour (11.).
Dans le cas complexe au sens large: la condition (I.,) #est ni nécessaire ni
suffisante pour (1), et la condition (IT,) n’est ni nécessaire ni suffisante pour (ITw).

Si on veut donner A ccs assertions-1a la forme d’un énoncé établissant
le rapport logique entre les conditions

(Uy) lim n+1 _ CAS=0 pourvu que (1) converge
n—+ oo an

et

(U lim 51— & ,

de méme qu’entre les conditions

(V) lim n+t_ CA(1) converge
n—>+ o0 an

et

(Vo) lim R 1

n>teo g, 1-—C
on peut les formuler de la maniére suivante:

Théoreme 1. 1° Pour tout {<C, satisfaisant a [Tl 1 (Uy) est
une condition nécessaire et suffisante pour (Uy), et (V') est une condition néces-
saire et suffisante pour (Vy).

2° Pour tout T&C satisfaisant a ICl=1ATC#1: la condition (U) est
nécessaire est west pas suffisante pour (Uy), et la condition (V') est nécessaire
et n'est pas suffisante pour (Vy).

3% La condition (U,") nest ni nécessaire ni suffisante pour (U)), et la
condition (V") n’est ni nécessaire ni suffisante pour V).

Les figures 1 et 2 représentent visuellement les énoncés dans 1.1,
C’est-a-dire la variation de la connexion logique entre les condit ons correspon-
dantes dans le plan des w et dans celui des {: sur chacune de ces figures, les
hachures marquent les régions ol les conditions sont nécessaires e: suffisantes,
la grosse ligne I’ensemble des points ou les conditions ne sont que nécessaires
et le petit cercle le point ou il n’y a ni nécessité ni suffisance de conditions.

1.2. Ajoutons aux considérations précédentes une remarque supplémentaire
concernant le théoréme C (c’est-d-dire le théoréme 4 de [1]). A savoir. on
peut se demander, au sujet de ce théoréme-l2, si, en supposant la constance

2 Publications de I'Institut Mathématique
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de signe de ga,, de méme que toutes les autres conditions correspondantes
remplies, la condition

— a . a
lim “"*L=1, ou lim *rL_1,

n—>tow g, n—+w

est nécessaire pour (I;.), (I-.) ou (I} ), selon le cas. La réponse est néga-
tive dans chacun des trois cas. Plus précisément, on a I’énoncé suivant:

Soit, dans le cas réel, a, de signe constant pour n suffisament grand. Alors:
a) si (1) diverge, la condition

- a
lim -+
n—+ oo an
n’est pas nécessaire pour
. ,, .
(Ii) lim 7= + o0}
n—+4ow an

B) si (1) converge avec S=0, la condition

(%) lim net g

n—>—+ o0 a,,
n’est pas nécessaire pour

(I_.) lim 57— _ o

H—>+} 00 a,
Y) si (1) converge, la condition (*) nest pas nécessaire pour
. R
(11 &) lim %= + oo,
n—+o g
n
Il est aisé¢ de voir que le contre-exemple suivant:
=1, a,,,,=2 (k=0,1,...)
prouve l'assertion «) et que le contre-exemple:
1

w0 1 1 1
a3 () e ey K123

prouve les assertions f) et v).
2. D’aprés la seconde partie du théoréme B, les égalités (I,) et (II,)
. 1 - . .
sont possibles pour w=——2——; en réalité, ces assertions indiquent les classes assez

larges de suites (@), n, pour lesquelles on a (I.,) ou (II:,). Cependant, dans [1]
on a omis d’établir la possibilité effective de (I,) et de (II,) pour tout wcC

e \ 1 . .
satisfaisant 4 Re (w)=?. C’est ce que nous faisont maintenant par le
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1
Théoréme 2. Pour tout wcC satisfaisant a Re (w)= By les égalités

(I) et (11,) sont effectivement possibles; a savoir, avec tout wEC satisfaisant a

Re (w)=—;A:

1° on a (1,) pour

(13) a,,=n( id ) mEN,);
w—1
2° on a (I1,) pour
0 (n=0)
(14) a,= L(W—l)" (nEN).
n w

. . 1 . -
Démonstration. 1° Soit, pour Re (w)=7, la suite (@n)ncn, définie

par (13). Alors

" '= 1, de maniére que 'on peut poser
w_.

w

(15)

=% avec 0£(0,27).
w—1

Apres la différentiation des membres de Pidentité

n . e(n+1)0i_1
>etti=——— (0<b<2n),
P efi__ 1
on obtient
n . e(n+1)0i . e(n+1)0i_1
> kiek¥=(n+1)i— —ie% ——— —  (0<6<27),
o e()l__l (89'— 1)2
d’ou, d’aprés (15),
n
Kk8i
s kzoke Cng Ll ed o0 gbi_ pn0i Y
== — = T —— e e — .
a, ne" n -1 n (e—1)2  eb_1 (n =+ c0)

. . 1 . .
2° Soit maintenant, pour Re (w)=3—, la suite (an).cn, définie par (14).

On peut poser

w—1

=% avec 0£(0,27).
w

2%
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Pour t=(0,27), n=2,3, ...

, on a
n—1 n—1 nti _ _
Zekti=_l+ Zekiia_*l_:_i_l_e . 1_1_
k=1 2 k=0 2 2 efi -1 2
A i (n~l> ti
1 et I e+1 I 1 e 2 1 t
—_—_—— e = e ——cOtg —.
2 efi—1 2 efi-] 2 2 .t 2i 2
sin—
L’intégration de = 4 9<(0,27) donne
—1 pkbi lk 1 ] 1 6 ("*%)ﬁ
> e —(=D ( —0)—— -lnsin —+— © n=2,3
k=1 ki 2 2i .t
sin—
- 2
d’ou
n—t pkti 1 g ("_%)t —1 K
G S gy L[4 e
K1k . k=1
sin —
e 2
(n=2,3,...).
Il en résulte que
~ = (— 1)
——(n 0)—In sin f27+z n=2,3,...)
(d’aprés le théoréme de Rieman-Lebesque). Par conséquent
0 1
+oo DE 1 ("”27) “
R-s_s,_ -5 L d (n=2,3,..))
k=n k 2 .
sin —

w

Utilisant le fait que, d’aprés Passertion 4° du théoréme B, on a

T D .
,Z,, k 2 n (n=> + o);

effectuant Pintégration par parties et appliquant de nouveau le théoréme de
Riemann-Lebesgue, on obtient

: (=)o ,,
Rn:(;l)_.l,[1+0(1)]_ € (=1
2 n

2i (n~1—> sin —e~ 2(n—i)
2 2 2

),
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0 1y
| ) eon -
i ; dt
4z<n—~—) sin? —
2/ ¢ 2
1 (=1 1 1 .
=—o(l)+—|-= - endipol—
n M 1 n—»1~ 1 —eb (n)
" 2
1 1
=— e”e’-l-o(i) (n— + ),
1 1 —eb% n
2
d’ou
R n 1 1
= ~to(l)>———=w (n—>+o0).
a, 1 1—e¥ m 1—eb ( )
"3

2.1. L’énoncé suivant, généralisant a la fois les assertions 3° et 4° du
théoréme B et le théoréme 2, nous semble vrai, bien que nous n’ayons pas
réussi & le demontrer: ¢’est pourquoi nous lui donnons ici la forme d’une

Hypothése. 1° Si
. o, — o
®, M+ o0 ef lim —2—" ],
n—>to 0, 0,y

alors on a pour tout H€(0,27)
n ) ebi )
S ekbg~———emta,  (n—> -+ o).
Py 01_1

2° Si
. o, o
o, +oet lim ——"rL -1,
Bt Ky %y

alors pour tout 0<(0,27)
+ oo )
z ekexak,\,
k=n

. pnbi '
1_eeie o, (n— + ).

Voici maintenant deux énoncés simplement démontrables, mais complétant
aussi utilement les résultats de [1].

2.2. La proposition suivante détermine, dans le cas réel, deux classes de
suites (an)ncn, remplissant les conditions suffisantes (I') et (II') des assertions
3° et 4° du théoréme B, respectivement. Ces classes-la sont bien plus larges
que les classes dont il s’agit dans I’énoncé analogue 3.4 de [l1]. Dans cette
proposition interviennent les fonctions logarithmico-exponentielles, appelées aussi
fonctions L (voir, par exemple, la section 3.2 dans |2], laquelle conticnt la
définition de cette classe de fonctions réelles, de méme qu’un théoréme qui en
établit les propriétés fondamentales).



22 Dusan D. Adamovié

Proposition 1. Soit x+>oa(x) une fonction L réelle, définie pour
x>0 et différente de zéro pour x suffisamment grand, et supposons que o (x) ne
tende pas vers un nombre réel différent de zéro lorsque x — + o« et que I'on ait

lim le
n—>+w o (x) '
Alors
n __1 n
> e~ e 0w,
k=0
ou
iy (—1y
> (= Drak)~ 7’*01(’1) (n—>+ ),
k=n

suivant que 'on a

lim «(x)=0, ou lim |o(x)|=+ .
n—+ oo n—+4 oo

On déduit cette proposition immédiatement des assertions 3° et 4° du
théoréme B, tenant compte des propriétés fondamentales des fonctions loga-
rithmico-exponentielles ([2], théoréme 13, page 17).

2.3. L’énoncé suivant établit une connection étroite entre I,) et (II,);
bien slr, la convergence de (1) avec S=0 étant supposée.

Proposition 2. Soit la série (1) convergente et soit S—0. Alors pour

1 .
tout weC (c’est—d-dire pour tout w=C satisfaisant a@ Re (w)<?’ puisque la

1
convergence de (1) n’est pas possible si Re (w)>?) on a

{1,) lim Su_ w
n—-- o0 an

si et seulement si

(0, lim R 1w,

n-—>-+ oo an

La conjonction (1,) A(11,), c’est-a-dire I’égalité

(16) lim 54: lim &zw,

n—»+ oo an n->—+ oo an

1
nest possible que pour w=727 et pour w= oo; pour ces deux valeurs de w (16)

se réalise effectivement.
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Démonstration. Soit la séric (1) convergente avec S=0. On a alors,
pour n suffisamment grand,
S, S—R,,, R

n+1 n 4y 41_7Bn
- >

a a

. i a a a

n n n

d’ou la premiére assertion. La seconde résulte immédiatement de la premiére et
des assertions correspondantes des théorémes B et C.

3. Cette section traite, entre autre, la question du comportement des suites

S('")) R(m))
17 (J - et ( T mcN),
( ) day ncNy an n<=N, ( 6 )

ou S désigne la m-iéme itération de la n-itme somme et R(” la m-iéme
itération du n-iéme reste, c¢’est-a-dire:

(0 def (mi1) def < o(m) .
S, =S,, S, = > 8
k=0
. (nENy; m&EN).
(0) def (m41y def X o)
Rn =Rn’ ‘Rn - Z Rk
k=n

Le théoréme 3.1 se rapporte directement & cette question. Voici d’abord un
résultat bien plus général:

Théoréme 3. Soient
(e, et OFhen,  (MEN)
des suites de nombres complexes qui remplissent les conditions suivantes:
u™£0, W20 (mEN,; meN),
(m) (m)

. Uy . V,
(18) lim 2o lim 2l (mEN),
(m) (n1)
n——+ow un n——+ oo vn

et soient les suites (6 )pen, et (V)nen, (MEN) définies comme suit:
&Ny &Ny

d 1) def H & il . —
Gf,O)—LSS,, (”ENO), G(m» );e__u(er) Z v;(mv )O_f:n) (l’lENo; tho);

n n
k=0
(m) def (m-4 )y def  (m+1) p (m-1) _(m)
-1 - — .
T, =R, (n&Ny), =,  =u, > vk T (nEN,; mEN).
k=n

Alors, dans le cas complexe et pour Re{w)>

1° (I,) (Cest-g-dire S, ~ wa,)

n—>-t oo
entraine
1 (m) il T 0 O N):
(19) o, ~ w'tla, J]u, v, (m&N);
n-—>-}- 00 v=1
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2° (Il,) (Cest-a-dire R, ~ wa,)
n—s+4 o0

entraine

(20) 7~ wntla, [T (meN,.

n—>-+ o v=1

Démonstration 1° Soit remplie la condition I,) avec Re (w)>% .

Alors on a, d’aprés le théoréme A,

7 - a W
(I,) lim —##l.. 7
n—>toeo  q, w—1
et la relation
m
1) o ~ wrla, TTus?

n—+ o0 vl

a lieu pour m=0 (on attribue pour m=0 la valeur 1 au produit dans (21)).

Supposons (21) valable pour un m&N, fixe. Alors cflm);éO pour n suffisam-
ment grand, d: sorte qu'on a, d’aprés (21) et (L),

m
1 ™ (V)
(m) W,y [T et PR OB ) w
. Gpit . =1 . 1
lim —g;fr: lim = = lim 7%l J(:)l-l(}:\r—,
n—>to g, n—+ oo Wm+1(l” I—I u:lv) vflv) n—>t+ow @, y=1 u, v, w—1
v=1
et puis
(m+1) (m) (m+1) (m)
li Vat1  Onii = 1 _v_n+1 ) li On+t1 _ w
om0 GUY e D o w—1’
Par suite, appliquant le théoréme A, on obtient
1 n m
(m+1)y (m+1) (m) (m--1) _(m) (m+1) m+1 ™) )
“n 715 On = Z Vi Cp o~ Wy, G, ~ Wy, w anH u, v,
u, k=0 n>t o0 At oi

n nn
n—>+ o0

m m1
1 (m-f1 1
G(m+ ) ~ Wmt2g u‘m n )szm+ )H ”;(zV) V,(zV):Wm”an H ”S') vf,").

va=1 va=1

Nous venons ainsi d’établir, par induction mathématique, que (I,) avec

Re (w)>7; entraine (19).

. 1 .
2° Soit remplie la condition (IL,) avec Re(w)>3-. On a alors, d’aprés
le théoréme A,

ar,) lim ==
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et la g ation
(22) rf,m) ~ wntlg l_lu(v) ™

n—+w

a lieu pour m=0. Supposons (22) valable pour un mcN; fixe. Alors 7 0
pour n suffisamment grand, de maniére que l'on a, d’aprés (22) et (II,),

(m)
fim et W1
n—>+ o 'r( 2 wo
et puis
(m+1 m
li Vg1 )’Cf,Jr)l . w—1
SN CE D w

On en conclut d’abord que la série

Z (m+l) (m)

converge, puisque < 1. On établit ensuite, en appliquant le théoréme A, que

w
1 (nl) (m "
+1) (m) (m+1) _(m) (m+1) m+ (v) (v)
= S ~ Wy T~ [ 4
un k=n n—s-+ n~—>+oo g
d’ou
m m1
(m+1) m+2 (m+41) (m+1) (O] m-2 »v) .
T ~ w T au, Y, Doy vy =wa, [ v
n—+ o0 v=1 v=1

Ainsi, nous avons établi, par induction mathématique, que (II,) avec Re (w)>i
entraine (20).
3.1. En posant dans le théoréme précédent, d’abord
w1 (nENy; meN),
et ensuite, avec un nombre réel a=£0 fixe,
W=+ 1) W =am+ 1)l mEN,;; mEN),

on en obtient deux cas particuliers, que nous exprimons par les deux théoremes
suivants. Le premier, déja mentionné, se rapporte aux sommes et restes itérés,
et la premiére partie du second aux moyennes de Riesz itérées, dont le cas
spécial, pour a=1, sont les moyennes de Cesaro itérées.

X 1
Théoréme 3.1. Dansle cas complexe et pour Re(w)>7:

1° (,) (cest-a-dire S, ~ wa,)
H—>-}- 00
entraine
S~ wmtlg  (mEN);

n—- o0
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2° (Il,) (Cest-a-dire R, ~ wa,)
n—>-+4 oo

entraine

R ~ wnilg,  (mSN).

n—-+4 oo

Théoréme 3.2. Soit, avec un nombre réel a£0 fixe:

WSS, A (o ) S (kg a1,
k=0
nENy; meN,).
0 <L R,, @Dt

+ oo
a(n+ 1)7* 3 (k+ )= 16"
k=n

Dans le cas complexe, pour Re (w)>—;~:

1° (I,) (Cest-d-dire S, ~ wa,)
n—+ oo

entraine

(m) — .
@, ~ R mamwm+lan (WIEN),

H—>+ o

2° (I1,) (Cest-d-dire R, ~ wa,)
n—s-4 00

entraine

(m) - -
0," ~ n=mamwnlg  (meEN).

n—»-4-co

Remarques. 1. La formule

s _ 2": <n+m~k>ak: i (n+m—k—1

)& (nEN,; mEN)
k=0 m k=0 m—1

est bien connue. C'est en appliquant la formule sommatoire d’Abel et en

- . 1 .
utilisant le fait que (II ) A Re (w)>?entraine la convergence des suites (a,) et (R,)

vers zéro a une vitesse exponentielle (théoréme A) que Pon prouve sans
difficulté la validité de la formule

+ oo — + o0 —n—
Rf.m): s <k+m n)ak: 5 (k+m n 1>Rk (nEN,; mEN)
m k—n m—1

sous 'hypothése (11,) A Re (w)>é—. Donc, on peut donner au théoréme 3.1 la

forme suivante:
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1
Dans le cas complexe, pour Re (w)>—2f:

1° (1,) entraine

" in+m—k " int+-m—k—1
A S e )
k=0

Sy ~ witlg  (mEN);

k=0 m m—1 n—+co

2° (II,) entraine

+oo — +mo —n—
<k+m n)ak: <k+m n 1>Rk ~ wiila  (MEN).

n-—>+ oo

2 2

k=n k—=n m—1

(m) et v(m)

n n

2. Par d’autres spécifications de u , on peut obtenir des résultats

analogues pour plusieurs autres procédés de sommation.

Nous notons que c’est unc idée de Mr. M. ASi¢ qui nous a aidé a

donner a la démonstration du théoréme 1 une forme plus simple.
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