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Dans les travaux [1], [2], [7] est définie la dérivée partielle de la fonction
booléenne f:B"—B par rapport a la variable x; (1<{i<n) comme une fonction

of

booléenne T:B"‘I»B, tandis que dans le travail [7] A. Thayse a défini la
X.

différentielle totale (pour plus de détails voir [4] de S. Rudeanu).

La dérivée particlle de la fonction booléenne par rapport a la variable x;,
est aussi une fonction booléenne (que ne dépend pas de x;), ol

of
a———f(x,,...,xi 1505 X s oo L X)DS (X, s X L X s s X)),

l

tandis que x@y=x"-yUx-y" dans l'algébre de Boole (B, |, -,’, 0, 1).

Dans le travail [3] nous avons défini les dérivées partielles des fonctions
pseudo-booléennees généralisées f: L"—P, par rapport i la variable x,;(1<{i<n),
commes des fonctions pseudo-booléennes généralisées

2ji:L"—>P, oL (1<<i<n),

ox;
définies comme
t)fa ¥ .
( Y= (X0 oy Xy & Xy ey X)) —f(X). aE L (1<i<<n),
ol X=(x1, ceey X))
(L — ensemble fini, ’'anneau commutatif unitaire (P, +, -, 1), L"=Lx Lx --- xL).

Dans le travail [5] M. Stojakovi¢ décrit certains opérateurs linéaires f—f’
(ainsi que des opérateurs 1nverses) lesquels représent:nt la solution d: I’équation
fonctionnelle

(f-8=f-g+f-g+f-¢.

T*
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Dans le travail [3] nous avons défini les différentielles totales de la
fonction pszudo-booléenne généralisée f:L"— P, comme

ef & 0fa
df‘i‘z Ff—(){)dx,., «E L
i=1 x;

et avons démontré quelques propriétés des dérivées partielles et des différenti-

elles (pour plus de détail voir [3].
Ce travail est consacré & la détermination des opérateurs inverses des

dérivées partielles 0 L~ P, ac-L(l<i<n).

ox;
Notre devoir consiste & déterminer la fonction pseudo-booléenne généralisée
. . 0
f, quand la fonction g:L"— P est connue, aunsi que i:g(X ), pour I’élément
X

fixé o de I’ensemble L.
Considérons certaines, ainsi-dites, équations fonctionnelles pseudo-boléennes;
ainsi nous disons

s _g (x), g,(X) af“+g2(X) e _g, ), gl(X)af““Jr
; X, ox; ox}
+g2(X)%=g3(X),
0x;

g, (1<i<3) sont des fonctions données, tandis que f est une fonction inconnue.
Généralement, la relation

R(g,,...,g faf“l Ofan  Ofurm 0? funan 0" foy,. . iy
1 s 8ks J» oxl’ 4 0x, ’ 0x,2 ’ 0x,? OXiy 0 Xip

=0, (s een s Oy vony Ry vy %y © L),

nous lappzlons équations fonctionnelle pseudo-booléenne généralisée (ou bien
équation partielle), ol contribuent certaines fonctions connues g, ..., & la
fonction inconnue f et certaines dérivées partielles de celle-ci, ainsi que les
signes +,-,0 et similaires.

Lemme 1. Chaque équation fonctionnelle pseudo-booléenne généralisée
R peut se transformer a la forme R,, out

0f 0fen 0*fura 0% fenian
Rl(gl,...,gk,f, —&,...,—f—, ———]L,...,-——f—l,
90X, 0x, 0X,0X, 0X,_ 10X,
3 3 ”
afﬁla20€3 5 s afan_zan—lan L af;‘l”.an)=0’(a15~..,MnEL).
0X, 0X, 0X,4 0X,_,0X,_ 10X, dx,---0%,
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La démonstration de ce Lemme résulte directement des propriétés suivantes
des dérivées partielles
. o? 0’ .,
(1) f;B — f BO( i # ]

0X;0X%; a@o%’

(ll) amfol.'.n.otm ____(_ 1)m+lafam , (1 <i<n)
()x,- ()xi

amfal...fzku...akz-.-otkp 1yn+r
PN kp =(=1D
0X; 0Xi)+--0X

apf(xkl cen akp

b
axil...axip

(iii)
ip
m=k+---+k, (1<i,<n).

Pour la démonstration de (i), (ii) et (iii) voir [3].
En continuant ’exposition nous allons résoudre quelques équations foncti-
onelles pseudo-booléennes généralisées spéciales.

Lemma 2. Léquation fonctionnelle dont la fonction pseudobooléenne
généralisée f est inconnue:

(1) f(xl’---s Xic1s % xi+11---,xn)_f(X)=g(X)
ou
’ ()f i
() 4~ g (X),
ox;
ot «; appartient a Iensemble L, a une solution si et seulement si g (x,,...,X,_,,
Oy Xjgqs---5 X,)=0 et si cette condition est accomplie, toutes les fonctions f
sont déterminées par cette formule
(2) JX)=c(Xyy oo, Xy Xigs ove s X)—8(X)
ou bien, dans une autre notation,
(2) f gX)dx;=c(X;y .o, X;_yy Xipps oo X,)—g (X)),
«
oi ¢ est une foncttion arbitraire dépandant des variables Xy, ..., X;_yy X;1 155Xy
Introduisons la notation: (x,)=(X{, ..., X;_;, X;,1r---5 X,),
(ai)=(x1!"' ’xi_lg a,’y X,-_,_l,...,xn).

Démonstration. On substituant «; & x; dans ’équation (1) on obtient

f(@)—f(x)=g («). La condition g(;,.)=0 est donc indispensable.

Supposons que cette condition est accomplie et déterminons tous les
fonction f.

Vérifions d’abord que les fonctions f déterminées par ’équation (2) satis-

I3

fassent I’équation initiale (1). Vraiment

F@)=FX)=c(5) g ()~ (c (x) — £ (X)) = g (X).
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Il reste & démontrer que chaque résolution f a la forme (2). Soit f une
résolution. Cherchons la correspondante ¢ (x;). De I’équation (1) on conclus

JX) =1 () — g (X).
Etant qus f (;,.) n'est quunz fonction des X, ..., X,_;, Xi.{5...,X,, alors

f est vraim:nt la différence d’un= fonction qui dépend des x,, ..., x;_;, X;
et de la fonction initiale donnée g.

Propriété 1. Sif:L">P et ¢:L">P sont des fonctions pseudo-

booléennes généralisées ¢t f(a;)=¢ («;) =0, pour certaines valeurs «, de L, alors:

(3.0) [ 0dx=c(x),
ou c¢(x,) est uns fonction arbitraire des variables X, ..., X;_i, Xj4qscee s X,
(3.ii) [ kfxydx,=k [ f(X)ydx, k<P
4] o

(3.ii) [ (f+o) dx,= [ fX0)dx+ [ ¢ (X)dx,

Propriété 2. Pour la fonction pseudo-booléenne généralisée arbitraire f
(3.IV) f 9Jai dx;=c (x)+f(X),

o 0 i

ol ¢(x,) est unz Tonction arbitraire des variables X, ..., X,_;, Xjyis -0 X,

Démonstration. Les propriétés (3.i), (3.ii) et (3.iii) résultent direct-
ement du Lemme 2, si ’on substitue g par Pordre avec 0, k f et f+¢.

. " 0f = .
Pour la fonction arbitraire f, Ofa (e;) =0, continue

i

[ 2oty =2L e Gy 0.

0Xx; ;

ai
Lemme 3. L’équation fonctionnelle

O frt.roan
4 aan _p(y
@) o =P )

n

a une résolution si et seulement si

(4.1) P(a)=0, i=1,...,n
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si les conditions (4.0) sont accomplies, tous les fonctions [ déterminées par la
Sformule

) fX)=3 ¢(x)+(=1)PX),
i=1
ou
()"“lcp- ) )
i N—(— 1)1 Ll TRRTY- A S NS NN, P .
(5.0) ax)=(-1) EREET I ENET L A i=1,...,n,

tandis que @, i=1, ..., n, des fonctions arbitraires des variables x, ..., x;_,,
Xigproo s X, i=1,2,..., 1

Démonstration. Soit la fonction f déterminée par Péquation (5),
alors celle-ci satisfait 1’équation initiale (4). Vraiment la premiére dérivée
partielle est

Ua_ S o)+ (~ P (X),
axl i=2
car ¢ (;1)=0, i=2,..., n, en vertu de la définition des dérivées partielles,

tandis que P («,)=0 en vertu de la condition (4.0). Ensuite, le seconde dérivée
partielle est

M: zn: ¢ (;i)+(_ )" 2 P (X),
0X,0%, i=3
car c, (;2)=0, i=3,...,nen vertu de la définition des dérivées partielles,

tandis que P@):o en vertu de la condition (4.i). Continuons le procédé et
au pas d’ordre n nous obtenons (4).

Démonstration que la fonction f a la forme (5). En vertu du Lemme 2
de (4) résulte que
an_lfaz...an

(4.1)
0X,-++0X

=, (x,) =P (X),

P(;1)=0 en vertu de (4.i), ol ¢, (321) de (5.i), pour i=1, ¢, est une fonction
arbitraire des x,, ..., X,.
Appliquons de nouveau le Lemme 2 sur (4.i), nous obtenons

an—ZfaS. o on

0%, 0%, (%) — ¢, (x) + (= 1P P (X),

(4.2)

¢, () =0 en vertu de la définition des dérivées partielles, tandis que en vertu

de (4.i) P(a,)=0, ou ¢, (;cz) de (5.0), pour i=2, ¢, est une fonction arbitraire
des x,, x5, ..., X,

Ensuite, sur (4.2) de nouveau par 'application du Lemme 2, etc. dans le pas
n nous parvenons 2 f ayant la forme (5). Ainsi nous avons démontré le Lemme 3.
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Lemme 4. Le systéme des équations fonctionnelles pseudo-booléennes
généralisées

@ % _p(x, 2
ox
(6)
. 0/

(i) %1_ 0 (x, y,2)

9y
(i s R (x,, 2),

0z
a la résolution si et seulement si
(1) P(‘Xpy’Z):Q(x"XZ’Z):R(x’y,“J):O
() R
(i) ()PL,Q:c)QmI ot ()Pa3=0 51 OQa3=¢)Ra2;

oy ax 0z 0x 0z oy

quand les conditions (7) (i) et (ii) sont accomplies, toutes les fonctions f sont
déterminées par w'importe quelle des formules suivantes (celles-ci sont équivalentes
entre elles):

(8.1) S, y,20)=c—P(x,0,,a)—0 (x,y,2) R (x, y, 2)
(8.2) Sy, 2)=c—P(x, 0, a)—R(x, 2, 2)-Q (x, ), 2)
(8.3) fxp,2)=c—Q(x, ¥, %) —P (X, y, %) =R (x, y, 2)
(8.4) S »2)=c—Q (2,9 %) — R(ay,y,2) — P (x, y, 2)
(8.5) Sy, z)=c—R (2, &, 2)—P(x,0,,2) - Q (X, y,2)
(8.6) f(x, 9, 2)=c—R(a, 0, 2) = Q (2}, 3, 2) =P (x, 3, 2),

ou ¢ est une constante arbitraire de I’ensemble P.

Démonstration. Les conditions sous (7) (i) résultent directement des
conditions du Lemme 2. Soit f une résolution; en vertu de

2 2
0 fap _ 0" foa , i#], appliqué sur (6) résultent les conditions (7) (ii).
0Xx;0X; 0X;0X;
Démonstration qu: la fonction a la forme (8.1). En vertu du Lemme 2,
de (6) (i) résulte

0.1 fxy,2)=c(x,2)-P(x.,2)

ol ¢ est une fonction arbitraire des variables y, z.

Ensuite, il est nécessaire & déterminer c(y,z). Trouvons la dérivée
particlle de la fonction (9.1), par rapport 3 y, c’est-a-dire

0t Oz _
oy 0

(10) =c(«,, 2)—P(x, 00,, 2) —c (¥, 2) + P (x, ), 2), Q(x,y, 2).
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De (10) déterminons c (p, z) et substituons en (9.1), alors (9.1) a la forme

(92) f(x9 Y Z)=C(O(2, Z)_P(-x’ x5, Z)_Q(x, Y Z)-

Ensuite, il est nécessaire de déterminer ¢ (a,,z). On trouve la dérivée partielle
da la fonction (9.2), par rapport a z, c’est-a-dire

(11) f’af°c3 = ¢ (0, %3) — P (%, 0ty 03) — Q (X, ¥, t3) — € (a0, 2) + P (x, 1, 2) +
zZ
+ Q (x, y’ Z)a afOtS_ :R (.x, y, Z).
0z

Déterminons ¢ («,, z) de (11) et substituons en (9.2), alors (9.2) a la forme

f(xa Y, Z): 4 (0(2, oc3) -P (x9 *,, “3)_ Q (X, Y O('3) -R (x, Y, Z),
ou ¢ (a,, a,)=c est une constante arbitraire.

Si nous permutons en (6) les équations (i), (ii), (iii) et de la méme sorte
déterminons f pour chaque permutation, nous obtenons que f est déterminé
les formules (8.1), (8.2), (8.3), (8.4), (8.5) et (8.6).

Dans la démonstration que les formules (8.1) et (8.2); (8.2) et (8.3);
(8.3) et (8.4); (8.4) et (8.5); (8.5) et (8.6) sont équivalentes, on utilise par
ordre les conditions

004y 0Py, 0Py ORy 0Py 0Qu O0Ry, 0Qu;, ORyy_ 0P,

0z oy T oz ox o0y ox o0y 0z 0x oz

Soit f sous la forme (8.1). Déterminons la dérivée partielle de la fonction
f par rapport & la variable x;, en vertu de (7) (i) ont obtient

M:P (x5 “2’ 053)— a Qal (x, Y, 0(3) - a e (x’ Ys z):P(x, Y, Z)
0 ox ox
ensuite, en vertu de (7) (ii)
it p (x, a0 — 2222 (x, 3, ) - 2228 (3, 2y =P (3,3, 2)
ox oy oz

Déterminons la dérivée partielle de la fonction ayant la forme (8.1) par
rapport & la variable y et nous obtenons

0for _
oy

_Q_Qﬂ (x, ¥, “3) _.,0_12_9‘_2_ (x’ ¥, Z)
oy 0y
car

0
; (c=P(x, oy 23))a,=0;

ensuite, en vertu de (7) (ii) et (7.i)) on obtient
Ofur _ 9
oy

Ainsi le Lemme 3 est démontré.

__Q.Q_‘LZ (x, ¥, a3) — Q“S (x, ».2)=0 (X, Vs Z)'
0y z

0



106 Coriolan Ghilezan

Théoreéme. Les systémes d’équations fonctionnelles pseudo-booléennes
généralisées
0fui

(12) —=PX), i=1,2,...,mn
0x

ont une résolution si et seulement si

(13.i) Pi(0)=0, i=1,2,...n
oP, 0P, . . .
ii St L j=1,2,...,n i#].
(13.13) 3%, 5%, J J

Si les conditions (13.i) et (13.ij) sont accomplies, toutes les fonctions f
sont déterminées par n’importe quelle dcs formules suivantes (et celles-ci sont
équivalentes entre elles)

n 2~
(14. i iy- - -1,) f(X)=c—73 P (o
K=1

2

jin? Hpagr o oc,.n)—P,.n (X),

ou i i,---i, sont permutations de FPensemble {l, 2, ..., n} et ¢ est la con-
stante arbitraire de P.

Démonstration. Les conditions sous (13.i) résultent directement du
Lemme 2, car

Zf“"('o?,.)=0, i=1,2,...,n

I

Les conditions sous (13.ij) résuitent de la propriété

dzfai A _ ‘)Zfocjcxi
0X;0X; 0X;0X,

i),

Démonstration que f a la forme (14,1 i,- - -i,).

Obtenons une permutation du systéme des équations fonctionnelles (12),
c’est-a-dire

afa.-k:pi (X), k=1,2,...,n
()Xik k

0 fu;
Directement de 0:‘ =P; (X), en vertu du Lemme 2, résulte que
i

(i.1) fX)=c(x,)—Pi (X),

ol c¢(x;) est une fonction arbitraire des variables x;,, ..., xi,.

Ensuite, on trouve la dérivée partielle de la tonction (i.1), par rapport & la
variable x;,, c’est-a-dire

i".1 oy _ 0 P, (a xi)+ Pi (X 9/ P (X
(.1) % =c () = Pi, (0i,) — ¢ (xi,) + Py, (X), ox, 12 (X).

L3
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Déterminons ¢ (;c,-l) de (i’.1) et substituons en (i.1), alors la fonction f a la forme

(i.2) FX)=c () — Pi (o) — Py (X).

Ensuite, on trouve la dérivée partielle de la fonction (i.2), par rapport a la
variable x;,, c’est-a-dire

., ()fa, ~ ™ = ~ 7 ~
(1 2) ()xl.szc(a'iz' ‘xig)—Pil(“iu <X-i::,)’_Piz(‘xis)—c(d"iz)_*_‘Pil(miz)_*_
3

0 [
+Pi2(X),~5}%=P,'3 (X)

i3

Déterminons ¢ (;;2) de (i’.2) et substituons en (i 2), alors la fonction f a la forme

(i 3) f(X)=C(O€,'Z, O%)—Pil (‘xiz’ 0([3)—1),'2(0(,'3)—}),'3(1‘/)-

Ensuite de la méme maniére on trouve la dérivée partielle de ia fonction (i.3),

~

par rapport a4 la variable x;, €t on obtient (i".3). Déterminons ¢ (a;,, o) de
(i’.3) et substituons en (i.3), alors la fonction f a la forme (i.4) et ainsi plus
loin dans le pas n-— 1 nous obtenons

~

~ ~2 n—-2 ~ ~
(i.n-1) X)) =c(@ys oovs @iy )= > Pi(Sigpys oo s Xig_y)— Py, (X).
k=1

Ensuite, on trouve la dérivée partielle de la fonction (i.n—1), par rapport &
la variable x;,, c’est-a-dire

0fy n—l ~ = " ~ ~
e iy ey X)) — 2, Py (i s v s Rig_ys %ig) = C(Giyy o vv s Hyy )+
0 Xi, k=1
. n—2 ~ =
(i'.n-1) + Y Pi(@igyys oo e s Xip_y)+ Piy_y (X)
k=1
0 fy
" =P, (X).
axin ln( )
Déterminons c¢(a;,, ..., «;,_,) de (i.n-1) et substituons en (i.n-1), alors la

fonction f a la forme

n—1 =~ a2
f(X)=c— z Py (g yys oo v s %ip) — Py (X),
k=1

oll ¢ est une constante arbitraire de P.

Soit f sous la forme (14.1i,- - -i,). Déterminons la dérivée partielle de la
fonction f, par rapport a la variable x; (j=1, 2, ..., n), c’est-a-dire

dfaj_ n_! 0Py, ~ ~ 0P,

T S %, X)

0x; k=1 0X,
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tandis que en vertu de (13.ij)

of,. n—1 o P ~~ ~ oP,,.
Joy_ 2 (Gigeys e v s %) -—512’— X)=P,(X) j=1,2,...,n).

in

()xj k=1 ()Xik

La fonction (14. i;---i,) peut &tre écrite pour chaque permutation i,: - -7,
c’est-a-dire la fonction f peut étre écrite en n! forme (et celles-ci sont équiva-
lentes entre elles).

Ainsi on a démontré le Théoréme.
Directement du Théoréme résulte la suivante conséquence.

Conséquence 1. Le systétme d’équations fonctionnelles pseudo-booléennes
généralisées

m -+ 1 ,
(15) a .fé]-nﬁmat

0y, ... 0y, 0X;

=P (X oo o Xpa Vi oo s V) i=1,2,..., 1,
a une résolution si et seulement si

(150) P2, ¥)=0, i=1, ..., n (0l (X, Y)=(X;» ... » X Vps» - V)

15.ii Oij,‘ aPiaj P i—1.2 .,
( l.]) ‘()x,- —‘"axj ) lsj_ s Ly oea s N ’#J

si les conditions (15.i) et (15.ij) sont accomplies, alors le systéme (15) se réduit
a I’équation fonctionnelle

. : ()nﬁip--ﬁm . " X NA ANJ‘ _
(16 I... ln) W—C(Y)-— Z P’k(a’k—i»l’ cee s %y, Y) P,'"(X, Y)
0P -0V k=1
ou i,...i, est une permutation de ’ensemble {1, 2, ..., n} et ¢ (Y) une fonction
arbitraire des y,, ¥,, ..., Ve
Directement du Lemme 3 résulte la conséquence suivante.

Conséquence 2. L’équation fonctionnelle (16. 7,...7,) ayant une fonction
inconnue f, a une résolution si et seulement si

(17.9) o (X, B)=0, i=1,2,...,m)

(p (X, Y) est la partie droite de I’équation fonctionnelle (16. i...i,)).

Si les conditions (15.i), (15.ij) et (17.0) sont accomplies, alors toutes les
fonctions f sont déterminées par n’importe quelle des formules (et celles-ci sont
équivalentes entre elles),

i=1

m ~ n—1 ~~ ~
FEY)=3 )+ (= 1) [C(Y)— 2 Pu iy, - on sty Y)— Py (X, Y)]
k=1

ou i, i,...1I, est une permutation de I'ensemble {l1, 2, ... n}, tandis que

- ol o
Ci V)= _1 i—1 dotg . 0 Xjdq1...0pn , s l=1, 2’ e, R
w)=(=1) 01 0P 0Yier- 0y T

des fonctions arbitraires des variables y,, ..., ¥;_;5 Yisgs -ov s Va
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Dans le travail suivant, dans Publ. Inst. Math. nous résolverons encore
d’autres espéces d’equations fonctionnelles pseudo-booléennes généralisées.

Nous remercions le professeur S. Pre§i¢ pour son apport & la réussite de
cette contribution.
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