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EINE GEODATISCHE LINIE AUF DER KEGELFLACHE
Stanimir Fempl
(Dargestellt am 9. Januar 1976)

Wie bekannt, unter sidmtlichen Verbindungslinien zwischen zwei Punkten
einer Fliche, sind die geoditischen Linien die kiirzesten [1]. Dieselben haben
die Eigenschaft, dass ihre Hauptnormalen Flichennormalen sind [2].

Ist z=f(x, y) die Gleichung der Fliche, geoditische Linien sind mit {3]

P q -1
Ly p+qy =0
0 yl’ r+2syl+ty!2+qyll

gegeben, wo p=0z/0x, q=0z/0y, r, s, t die zweiten partiellen Ableitungen von
z sind, welche Gleichung man auch in der Form

(D (1+p2+gY) y" =pty*+2ps—qt) y*+(pr—2gs) y' —qr

darstellen kann. Die endliche Form dieser Gleichung und die Gleichung der
Fliache stellen die Gleichungen der geodétischen Linien dar.

Die geoditischen Linien bilden ein doppelt unendliches System; durch
jeden Flichenpunkt gehen beliebig viele Linien, wihrend durch zwei Flichen-
punkte im allgemeinen Fall nur eine hindurchgeht, und dasselbe gilt wenn man
von einem Punkte in gegebener Richtungt ausgeht [3].

Die Gleichung (1) ist eine nichtlinedre Gleichung II Ordnung, und nur
in seltenen Fillen ist es moglich diese Gleichung volistindig zu integrieren
(Mitrinovi¢ zeigte [4] dass die Bestimmung der geoditischen Linien auf der
Fliche z=ax+¢ (y), a=const. auf Quadraturen zuriickfithrbar ist).

In dieser Arbeit gebe ich ein partikulidres Integral, welches die geodétische
Linie an einem schiefen Kreiskegel

(24 y) + (X2 —r?) 22— 2hxyxz + 2hr*z — h*r*=0

darstellt (Halbmesser der in der XOY-Ebene befindlichen Basis ist r. Mittelpunkt
im Koordinatenanfang, (x,,, 0, /) sind Koordinaten der Kegelspitze). Diese
Kegelfliche ist abwickelbar und es ist bekannt dass sich die geodétischen Linien
bei Ausbreitung der Fliche auf die Ebene als Geraden darstellen [1].
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Hier werde ich fiir d:n Ausgangspunkt den Endpunkt 4, der kleinsten
Mantellinie s, wihlen, und fiir die Fortschreitungsrichtung diejenige, die bei
Abwickelung des Mantels zu dem symmetrischen Punkt A4, fiihrt (leicht erhilt
man noch einige Verallgemeinerungen, die hier
nicht interpretiert sind).

Im Polarkoordinatensystem lautet die Glei-
chung einer Geraden durch zwei Punkte (R, 0,),
(Ry, 0,): )

2 R R,sin(8,—96))

 R,sin(8,—0)— R, sin (0, - 0)
2 2 1 1

Nimmt man jetzt in der Ebene des ausgebreiteten
Kegelmantels die Gerade V4, als Polarachse und
die Kegelspitze ¥ als Pol, so wird R, =s,, 6, =0,
wihrend fiir den Punkt 4,, R,=s,, 6,=Q gilt,
wo Q den Offnungswinkel des abgewickelten Kegelmantels darstellt

In einer meiner frilheren Arbeit [5] untersuchte ich ein elliptisches Integral
IIT Gattung

n(n+1) l/1~k2s1n2
3) T, &, @) = \/n—i—k2 1 +nsin?w

Fiir die Funktion JI fand ich das Additionstheorem in der Form:
Wenn fiir drei Amplituden ¢, ¢, ¢ die Gleichung
cos 6 =cosp cos P —sin g sin§})/ 1 — k2sin’ ¢
besteht, so gilt
B smcpsmnpsmcl/n(n-i—1)(n—|~k2)
Jd(n, k, @)+ J1(n, k, §)=JL (n, k, 6) +-arctg A+ | —750sp 008§ 6aN 5

Ich zeigte dass die Funktion JI(n, k, ¢) eine konkrete geometriche Bedeutung
hat, namlich dass sie ein Winkel 6 in der Offnung des in die Ebene ausgebrei-
teten Mantels darstellt. Es ist also

0()=J(n k, o),

S 8, 85, —p?
, k_sm@ Y. vesgp=til B8P

2
45,5, S =8, 858+

wenn

(4) n= (Sl —SZX

ist, wo s, die grosste Mantellinie des Kegels darstellt, o eine beliebige Mantelli-
nie die dem Winkel 0 entspricht, und B und y sind den Mantellinien s, und s,
im charakteristischen Dreieck des Kegels die gegeniiberliegenden Winkel. Leicht
ersicht man, dass fiir o=p,=s,, auf Grund der dritten Gleichung (4), dass
¢=2 ist, und dass nach (3)

Q=J(n k, 2m)=271(n, k, ®), J(n, k, w)=2J (n, k, ©/2) =2 JI,.
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Die Gleichung (2) erscheint jetzt in der Form

s,co82JI, s,cos 2 JI,
cos (2J1,—0) cos[JI (n, k, ®)—JI(n, k,¢)]

5 R=

Die Funktion JI ist eine ungerade Funktion. Deshalb ist

singsinysine)n@+ 1) (n+4k?)

H(n,k,)—J(n, k,$)=J(n, k, c)—arctg 7+ 1—ncospcos ] coss

unter Bedingung
cos 6 =cos @ cos P +singsin ¢}/ 1 - kZsin?q.

Wenn man hier g =7, ¢ =¢ substituiert, so folgt
A, k,m)y—J(n k, @)=J1(n k, o)

unter Bedingung cos o= - cosgp, was auf Grund (4) ergibt

(6) tg - 2 \/ \/ ;’ :sz~

Deshalb erhiilt man fiir die Gleichung der ausgebreiteten geoditischen Linie

%) _ 5,c082J],
JN(nk,0)
unter Bedingung (6).

Wenn jetzt (x, y, z) Koordinaten des Endpunktes M einer geoditischen
Linie sind, so ist R?=(x— x,)>+ y*+ (z—h)2. Deshalb erhilt man anstatt (7)

s,2cos?2J1 G s, §2%-¢p?
_ 2 2 — 2= 2 0 L2220 .
(¥ =xpf+y* = h) costJI(u, k, 6’ €5 s, p2—s,2
Es sei noch bemerkt dass sich
/2

Ny 2

MQ n, \/n(n+1) V' 1—k%sin2e

n+k? 1+ nsin?w

mittels der Kegelelemente ausdriicken ldsst. Ich habe ndmlich gezeigt [5] dass
Q=4J1,=4[KE(K', )+ EF (k', {) — KF (k', )]

ist, wo K und E vollstindige elliptische Normalintegrale 1 und II Gattung
(Legendretypus) darstetlen, F(k’, ¢) und E(k’, §) elliptische Normalintegrale I
und II Gattung mit komplementdren Modul k' (k*+k'2=1), und Amplitude
¢ =arcsin[2r/(s; +5,)]. Fiir die Funktion =JI,/2 bestehen Tafel [6] womit eine
bequeme Ausrechnung der Funktion cos2JI, mdglich ist. Weiterhin ist es moglich
auch die belicbigen Mantellinien p des Kegels mittels (x, y, z) auszudriicken.
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Denn dem in der Grundebene des Kegels befindlichen und der Grosse R
entsprechenden Endpunkt M, der Mantellinie p des Kegels erhilt man aus der
Gleichung der Geraden VM

fiir Z=0, und es wird

Die Linge p= VM, ist mit

— 2 242
ST LSt T i G
h—z ) (h-zp

gegeben wihrend man wegen 5,2 —h?= (X, +r)%, 5,2—h?=(x,—r)?,

52—0%  Wr(2x,471) =R+ y) + (r+ x)2 22+ 2R x,x - 2 h (r + x, )2z
pP—8 WX+ = (X — 1) =2 x X+ 2h (x,—rYz+ hr(2x,—r)

erhilt. Da aus der Kegelgleichung

W (x*+ y2) + 2hriz — h2ri = (r2— x,2) 22 + 2 hx, xz
folgt, so ist

57 —p* _(h—D)[h(x+r)~(x,+1)7]

p2—82 (h=2)[h(r—x)—(r—x)2]
weshalb

c Ez— h(r+x)—(r+xy)z
tgj—\/——- h(r—x)—(r—x,)z

wird. Es ist noch (x,—r)/h= —ctgB, (x,+r)/h=ctgy, also
tgfr_:\/s \/r+x zetgy
2 s; Vr—x—zctgB’
Die Gleichungen der gesuchten geoditischen Linie lauten also
(X2 + y2)+ (%2 — 1) 22— 2hxyxz + 2 hr?z — h2ri=

s,2cos?2J1
X—X)2+y +(h—zpp =2 " 270
(8 ( o Y ) cos?JI (n, k, o)

(t i_\/s \/r+x zctgy)
82 7V5, Vit zctgB
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