Bemerkungen zur Integration der Differentialgleichung
dY \?2 .
(ﬁ) -+ Y2 =g(x)"

Von

H. LEMKE.

s gibt eine Anzahl von Problemen der (Geometrie und
Mechanik, deren Losung mit der Integration der genannten
Differentialgleichung zusammenhingt. Aus diesem Grunde sind
besonders in den letzten Jahren eine Reihe von Untersuchun-
gen erschienen, die sich mit dem Integrationsproblem beschiif-
tigen, welche sich also die Aufgabe stellen, Werte der Funktion
g (x) anzugeben, fiir die das allgemeine Integral der Differen-
tialgleichung ermittelt werden kann?).

1) Die Literatur ist zum geissten Teil in der Abhandlung von D.
Mitrinoviteh: Nouveaux cas d’intégrabilité d'une équation différenticlle du
premier ordre (Bulletin de I'Académie desSciences, Belgrade, Section A, Nr 1)
zusammengestellt. Ferner seien erwihnt:

T.Peyovitch: Nouveaux cas d'intégrabilité d'une équation importante
du premier ordre (,Glas® de 'Academie royale Serbe, t. CIX; 1923).

D. Mitrinovitch: Renarque sur une équation différentielle du pre-
mier ordre (Publications mathématiques de 'Université de Belgrade, t. 1I, 1934).

1 D. Mitrinoviteh: Sur Uéquation différentielle des lignes asympto-
tiques (ebendaselbst).

iD. Mitrinoviteh: Nouvelles formes intégrables d'une équation dif-
férenttetle importante du premier ordre. (Bulletin de P'Académie des Scien-
ces, Belgrade, Section A, Nr 2),
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Die nachstehenden Bemerkungen verfolgen denselben Zweck.

Es sei dabei auf den Zusammenhang hingewiesen, der mit
der oft untersuchten Differentialgleichung:

d
EJE] +a,. 9+ 3a5.y* + 3a3. y+a,=0

besteht, auf den iibrigens schon M. Petroviteh!) und W.
Heymann? aufmerksam gemacht haben.

1. Transformation der Differentialgleichung.

Man setze Y=g.sinu, Y'=g.sinu-}-g.cosu.u’; dann
ergibt sich die Gleichung:

du _ F'd
= I—E.tangu.

Fiihrt man die neue Variable y=tang « ein, so erhilt man:
4y i (1—£
=) (1= 2 y)
oder auch

d
(1) ”‘y“‘*‘ a1~y3‘;‘3a2‘y2+3a3'}’+a420’

dx
’ . o
wo al:%’ a, = ——%—— , d3 ::%-PE, ay=-—1 ist.

Wenn g=c,.e™ ist, lisst sich die Differentialgleichung
integrieren.
Zwischen Y und y besteht die Beziehung:

1y Comptes rendus de I’Académie des Sciences, t. OCXXII, Nr. 22; 1896.
2} Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 1898,
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Die Differentialgleichung (1) geht durch die Substitution

y=y,.0x)+w(x),

in die Gleichung

d i
(1a) Ei% + by y® + 8by.
liber, wo
a,.¢°
bl _ lf(p ’
by = % oy ytag),
3) L
by = 7 (a1 P4 2a,
1
by = 7~ (ay. y*43a,

Der Ausdruck

(4)

S3=0,.a,— a,.a, +a,*

dx,

& =T

2 1 Bby .y, +by=0

(4

1
LY ag +?%)’

430y pFa )

ca—3a, . Ay, ag3+-2a,®

ist!).

ist fir die angegebene Substitution eine Invariante vom Ge-

wichte 8. Selzt man nimlich

(4a)

a3=by . by'—b, . by +b,* b,—3b;. bs . bs+2b23’

H R, Liouville: Acta mathematica, Band 27.
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3
Gy = (f]’i‘) ’83-

2. integration der Differentialgleichung fiir s,—0.

so wird

Wenn die Invariante s; verschwindet, lisst sich die Diffe-
rentialgleichung durch Quadraturen integrieren. Man withlt
az * 83
_ b= S S
¥ 2. dann ist &,=0 und &, 7o ak 0.
Man kann iiber die Funktion ¢ (x) so verfiigen, dass auch
b,=0 wird. Man findet niimlich zunéchst:

R S 2
b3_f.a1 (3 ‘7;‘*‘01'“3"_‘12);

so dass ¢ aus der Gleichung

dloggy 3 .(a,’—a,.a;)
dx ay

zu bestimmen ist. Eine Anderung der unabhiingigen Variabeln x
ist nicht erforderlich; also f= 1. Die Differentialgleichung fiir
¥, heisst dann y,’-+b, . y,*=0.

Wie muss die Funktion g(x) beschaffen sein, damit s,==0
wird? Unter Beriicksichtigung der oben angegebenen Werte
fiir ay, a4, a3, a, findet man

. 1 ad’logg , 2 (dlogeg\:, 2
©) 33’_{3' dx* +"§“'( )+§"f}

Das allgemeine Integral der Differentialgleichung s,=0 ist

(6) g¥=c%. cos -3— (x—x,) 1);

*) Die Lisung ist bekanut; vergl. Rivereaun: L'Intermédiaire des
Mathématiciens, £. X1, p. 232: 1904,
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¢ und X, sind Konstanten. Ist die Funktion g? durch Gleichung
(6) definiert, so berechnet man nach einander

t
P = =7

l/ cos —§- {x—x,) . sin® -g‘" (x—x,)

b = — . ,
3 sm2—3—{x-—x0)
1 ‘i'/ sin 5~y
N y=— Shyamr —
sin 5= (X —%,) I/ sin == (x—%+7)

~ Q08 —3‘ {(x — Xo)} ,

wo y die Integrationskonstante ist. In dem besonderen Falle
ye=0 wird

3
® y=—cotg —3“ (r—x,), Y=*c. [eos —§~ (x —xo)]"z”,

3. Untersuchung der Differentiaigleichung (1), wenn die
Invariante s, von Null verschieden ist.

Man benutzt wieder die Substitution y = y,.¢(x) +y(x),
%:f () und bestimmt die drei Funktionen ¢, v, f so, dass

eine Differentialgleichung von der Form:

d
©) g =yt St

ensteht, wo S eine Funktion von x und damit auch vonx, ist.
In der neuen Gleichung (9) fehlt also auf der rechten Seite das
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Glied mit dem Faktor y,2 Die Ergebnisse der etwas umstind-
lichen Rechnung sind:

a, S:ﬁ 1{1_: . 53§

Y= Wz'a‘;, dx "0_1_'

Hierin ist s; die mehrfach genannte Invariante; sie lisst sich
unter Beriicksichtigung der Gleichung (5) in der Form:

1 ,,2 .. 2
Ss=—{gu+g. a'tg

schreiben. Kiir die Funktion S erhilt man den Ausdruck:

S Y T s 1
(10) S=s, '(3'33 a4 a, 3)

Die Ableitungen auf der rechten Seite von S sind nach x
zu nehmen; ferner ist dann noch die Variabele x durch x, zu
ersetzen.

Im allgemeinen ist es nicht maglich, die Differentialglei-
chung (9) zu integrieren; eine Ausnahme bildet der Fall, wo
die Funktion S sich auf eine Konstante reduziert. Es wiire dann

nur notig, die Funktion a, == d l;);gg aus der Gleichung S=#kzu

berechnen. Aber auch diese Bestimmung stisst auf Schwierig-
keiten, wie im folgenden an dem besonders einfachen Beispiel
S=0 gezeigt werden soll.

Aus der Gleichung S=0 folgt zuniichst:
i‘gj

s - 3(11' + 3“12—" 1 == O.

8

a.

Wenn man fiir s; seinen Wert einsetzt, ergibt sich cine
Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir ay:
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A1) a0 — 30"+ (a2 — 5. 0/ +
+6.(a1'—~%—).(a12+—é—):0.

Man nehme a; als unabhiingige und x als abhiingige Va-
riabele, setze also:

da, 1 dlay 1 ~d
dc = dx’ dx®  [dx\¥ da®
da, (dal)

Esist dann

d*x dx 5\ [dx\?
al.aal—'“]”g.%:"—-(alz—“-g—).(a};)ﬁ

Fir & :Eqai findet man eine Differentialgleichung erster
1

Ordnung von bemerkenswerter Gestalt:

‘ d -
(12) al.ims—(alué).gz_
1 1
- 6 - (012 - _3*) (ajz _*— "’9—) . fazOv

die zu demselben Typus gehdrt wic die Differentialgleichung (1)

Hat man £ als Funktion von a, bestimmt, so ist auch x
als Funktion von a,, a; als Funktion von xund schliesslich g als
Funktion von x bekannt. Leider liasst sich das allgemeine Inte-
gral von (12) nicht angeben. Es ist vermutlich eine transzen-
dente Funktion.

Die Differentialgleichung (12) besitzt das partikulire Integral:
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9
2.9a?+1)°

£ —
s

Wenn man daraus die Funktion ¢ berechnet, crhilt man

9 .
g% =c*, cos—3-(x—x0), also nichts Neues.

4. Imagindre und komplexe Ldsungen der Differential-
gleichung.

Die Differentialgleichung (1) wird durch die imaginire
Losung y=i befriedigt, die zwar selbst keine Bedeutung hat,
weil der zugehorige Wert von Y nach Gleichung (2) unendlich
gross werden wiirde, die aber fiir weitere Transformationen der
Differentialgleichung Verwendung finden kann. Wenn nimlich
in der Substitution y=¢.z+vy die Funktion y ein partikulires
Integral der Differentialgleichung ist, so verschwindet der Koef-
fizient b, (Vergl. Seite 203), und man kann durch geeignete Wahl
der Funktion ¢ auch noch den Koeffizienten b; gleich Null,
machen. In dem vorliegenden Falle setze man w =1 und
e = g%.¢%*, Die Differentialgleichung fiir z erhiit dann die
dinfache Form:

d
(13) aé =1 .22, . 23,

WO
(14) r,=(*>—3.gg.i)e¥, ro=g>%g. et st

Im allgemeinen ist die Integration unmoglich; man erhilt
aber Losungen, wenn man geeignete Voraussetzungen iiber die
Natur der Funktion g und damit der Funktionen ry und r;
macht. Im folgenden soll g so bestimmt werden, dass r, = k.r,
ist, wo k eine gegebene Konstante bedeutet; dann lassen sich
die Variabeln in der Differentialgleichung (13) separieren und
diese durch Quadraturen integrieren.
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Setzt man aus (14) die Werte fir r; und 7, cin, so fiadet
1

7, .
man unter der Annahme = k zunichst:
0

1___3,)5_:,{82[1
g.g g Y

und ferner, wenn f=—=g? gesetst wird:

Fie 2f . g2 _
T k.f+8i. e

Wenn man an Stelle von f noch die neue Variabele
n=k.f+3i.e? einfithrt, so erhilt die Differentialgleichung
fiir » die bemerkenswerte Form:

o
(15) N ge= oo,

wo

(16) 0,=-—0i, e~ o,=-18. e % ist.

<

Hat man 5 aus (15) bestimmt, so ergibt sich g* aus der
Gleichung:

a7 k.gt=n—3i . e~2",

Die Differentialgleichung (15) besitzt die beiden partiku-
Jiren Integrale #,==3i.e¢%" und »,=1¢.e7%* und die entspre-
chenden Werte g==0 oder k.g%>=—2i.e%, HEs lisst sich
nun zeigen, dass man auch das allgemeine Integral aufstellen
kann.

Publications mathématiques IV 14
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5. Der integrierende Faktor der Differentialgleichung (15).

Der Ausdruck n.dy—(9o+ 0, .7).4dx kann durch Multi-
plikation mit einem Faktor M, der von # und x abhingig ist,
zu einem vollstindigen Differential d@ gemacht werden. M ge-
pligt der partiellen Differentialgleichung:

ologM dlocM
(18) . 7= 4 (oo ) . =g~ + o = 0.

Es soll hier nur der besondere Fall behandelt werden, dass
der Multiplikator ein Ausdruck von der Form M= (y—aw)* ist,
wo o eine Funktion von x und » eine Konstante ist.

OlogM no' dlogM

ox —) und oy

Setzt man die Ableitungen

= - nw in die Gleichung (18) ein, so findet man:

H—

{19 7. {(n+1). 0y—nw’} 4 (ngy—o,m) =0.

Hs ist moglich, diese Gleichung durch die Annahme
0 n+1
=1, @ =
24
den Funktionen ¢, und g¢; nicht mehr von einander unab-
.9

04

.0, zu erfiillen; dann sind aber die bei-

hingig. Differentiiert man nimlich »= , 80 erhiilt man

unter Beriicksichtigung von o' = il .9y die Bedingung:

o _ o  n+l o

Bt S
2 . — .
@1 Qo n Qo

(20)

Diese Relation vorausgesetzt, wird der Ausdruck:

M.y dy—(oo + 0,.7) dx} = d®D
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ein vollstindiges Differential, und das allgemeine Inte... »':=:t:
n-t-1
(21) (??—n. —Q—") . (e; + o &1_) =c
1

Man erkennt aus der Form desselben, dass die Funktionen

0 n
7?1::)'?.;0‘0' und 772=‘_n—-'_"i‘.%
<1 1

partikuliire Integrale sein miissen.

6. Anwendung auf den Fall gj= —6i.e4*, o, =+ 8.2

Man iiberzeugt sich leicht, dass die Gleichung:

&{_@_Jﬂi.ﬁ*izo
2, 99 16 Qo

besteht. Es gibt daher einen Multiplikator:

M:::(n..—n.gg)’

91

wo die Konstante # aus der quadratischen Gleichung ﬂ’—zl;l =— 1%
4 -
3

Legt man der weiteren Rechnung zunichst den Wert
1y = — 4 zu Grunde, so erscheint das allgemeine Integral in

der Gestalt:

berechnet wird. Man findet n;==—4 und ny=-—

(p—38i.e %y 3 (n—i.e )=/
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oder auch:
(22) (n—38i. e ir)P=c, (n—i.e2"),
Die beiden partikuldren Integrale heissen:
9y =38i.e % und y,=1.e2",
Die Funktion g? ist Wurzel der kubischen Gleichung:
(23) kB.g®=c.(k.g*-2i. %),
wo k eine gegebene, ¢ dagegen die Integrationskonstante ist.
Es bleibt noch iibrig, den Wert n,= —%zu untersuchen.

Man ecrhiilt kein neues HKErgebnis, was ja auch zu erwarten
war. Es bestehen auch fiir diesen Wert die Gleichungen (22)
und (23).
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