Contribution a lintégration de I’équation différentielle
de J. Liouville.

Par

DRAGOSLAYV MITRINOVITCH

1. — [2équation différentielle du premier ordre de la forme
dy .
(1 ur -= f(x)cosy-+q (x) sin y-+ y{x)=0

se réduit a une équation différentielle du type de Riececati en
v faisant le changement de fonection ineonnue y par la relation

te 9 =2,

2

of 2 est une nouvelle fonetion inconnue,

Ce fait a été signalé par J. Liouville *).

On rencontre Péquation (1) en cherchant les courbes qui
coupent chacun des cercles

(r—ay'+(y—0)* = K7,

ou a, b, R sont des fonctions supposées connues d’un parametre
variable 4, sous un angle v, constant ou fonction donnée de 1*¥),

*y Journal de Mathématiques pures et appliquées, Ire série t. X1, p. 445.
#y 10 B Goursat: Cours d Analyse mathématique, t. 11, p. 325; 1929,
20 T Ballif: L7 Ensciguement matliématique, Ne 3-4. p. 215-228; 1915,
30 C. Cailler: I’ Enseignement mathématique, Ne3-4, p. 224-2441 1915,
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Dans ce qui suit nous traiterons le cus oa Uéquation (1)
est réductible o Péquation de Liagrange et nous appliquerons le vé-
sultat obtenu au probléme que nous venons de mentionner.

2. — Pour que l’équation (1) soit du type de Lagrange
9 ' / 4y
@ y=xFOER). (Y=g,

il faut et il suffit que les fonetions 7(x), ¢(x), y(x) aient la forme

f(x)=-—usinkx, ¢x),=Favcoshx, px)=7p
ou
f(xX)= -acoskx, @(x)=TFasinkx, y(x) =/,

ol a, B,k désignent trois constantes quelconques.
Les équations, qui corrcspondent aux formes indiquées des
fonetions £(x), ¢(x), w(x), scront

¥ A4 p—asin (kx + y)=10,

@) ’ +
Y -+p -acos (kx E p)=0,
ou bien |
kx+y— arcsin J’_i_‘/i —o,
kx ¢y —are cos X_ij;_ﬁ —0,

et ce sont les équations différentielles intégrables appartenant
aun type de Lagrange (2).

3. — 1/équation "différentielle

4 % + f(x)cos my+ ¢ (X)sin my+ y (x)=0,

(m = const), quiest plus générale que Péquation (1), parla sub-
stitution

d’ot 'on tire

.
~

dy_2 1 dz
dx mi+2%4x’

Y == 7;; arc g z,
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12 . 2z
cos my = (722 sinmy = T
s¢ transforme cn celle-ci
2 dz + (1—2%) f(x)+22 ¢ (x) + {1+ 2%) y(x)=0
m dx 4 P=5

qui est une équation de Riceati
Observons que l'équation (4) peut étre mise sous la forme

% + F (x) cos [my +0(x)]+ w(x)=0,

ou les fonctions f(x) et ¢ (x) admettent la forme

f(x)=F (x) cosO(x),
@ (x)z—F (x) sin 9(3{)

4, — Considérons maintenant une famille de cercles dé-
finie par les trois fonetions

®) a=g(4), b=h(2), R=j4),

qui donnent les coordonnées du centre et le rayon a I'aide d’un
paramétre 4.

Les trajectoires qui coupent chacun de cercles (5) sous un
angle v, ol v est une constante ou une fonction donnée de méme

paramétre 4, sont fournies par les relations
x=a+Rcos 6,
y=b+Rsin 6,

ott O est lintégrale générale de I'équation diff¢érentielle du type
de Liouville

Q)

do

@ Ry

+ (b'—a’ cotg v) cos 6---
— (a@’-+ b cotg v) sin O—R’ cotg v==0,

a, b’y R étant les dérivées de a,b, R par rapport A A
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Cette ¢équation étant de la forme (1), on peut utiliser les
équations intégrables (3) de la maniére suivante:
Pour que Péquation (7) soit de la forme

do o
g P asin(k246)=0,

il faut et il suffit gu'on ait

b —a cotg v = — aRsin li,
b eotgvra = aReos i,
R cotg v = — pR,

d’on l'on tire
[\) o C e-—p‘ ( foe s
=C, ,

et | bl

aq = C; [ e Si!} v Sin (/.1:. + v) d;- "%_‘ C"_)?

- ‘ top 1 edi

b=uC, [se "sin v cos (ki - v) di - G,

.

ot Cy, Gy, €, désignent trois constantes arbitraires.
D’une maniére analogue, on peut obtenir R, a,b en par-
tant d’équations différentielles
de

0 A o sin (kA — 8) = (),

a6 L
di + g —acos (ki 6) = 0.

Pour des formes diffirentes de lu fonction v(1), on aura des
cercles (DY dont les trajectoires en question sout veprésendics, sous
la forme paramétrique, por les velations (), od la fonction 6(4)
sera oltenue pur Uintégration d'une équation inlégrable du type
de liagrange.
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