Sur une suite de polynomes rattachés aux équations
différentielles.

Par

MICHEL PETROVITCH

1. Considérons Péquation du premier ordre
(1) y'=R(xy)

ol R est une fonction rationnelle de x et y, a coefficients réels,
nombres commensurables. Ecrivons la sous la forme

. . Py
& YT Q)

o P et Q sont des polynomes en x ety & coefficients nombres
entiers, avec la seule hypothése que Q(0,0) differe de zéro.

T/équation admet une seule intégrale y sannulant pour
x =0 ct celle-ci est développable en séric

&) Y= X4 Ay X1 a,; x5

a coefficients @, nombres commensurables, convergente an voi-
sinage de x = 0.
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Lie coefficient a, est fourni par la formule

I'n /
(4) an=—y (n=1,23,-++)

ol r, désigne la valeur que prend pour x =0, y=0 une cer-

taine fonetion rationnelle R,: cette fonetion est le n-iéme terme
de la suite

®) Ri, Ry, Ry, - -

de fonctions formées d'apres la loi de reccurence

6  Ra=O0ntg

La fonction Ry est un polynome divisé par Q3 R, est un
pulynome divisé par QP et si Uon pose

(7) Ro= n  p-p (==1,2,-+")

ou P, est un polynome & coefficicnts nombres entiers, on
trouve bien
Pn+1

Ry 1= '@{Ii

ce qui confirme la formule (7). De

on {rouve

0P, 4
OR'n—L Q dx o

aQ
In—3h--=.pP
(un 3) 0 n—~1 .
dx Q*n—n ’
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0Put . 00
R,y ¢ oy I 5y Pr
dy - QZ(n—ml)
et en le remplacant dans (7) on aura
()Pn«-i apnr—i
] e = —l (2 e =2,3,+
®)  Pr=A—5—+B dy +(@2n—=3) CFna (=23,

ou A, B, C sont trois polynomes rizes en x, y

A=0Q,  B=PQ,

0. 0%

)
c=—(Q5+PY

Le calcul des coefficients a, se rameéne done i celui des ter-
mes constants Py, Pa, P+ o+ des  polynones Py, Py, Py« formés
daprés la loi de receurence (8), et du terme eonstant ¢ du poly-
nome Q: on aura olors

Pn

(10 an = g :

Les formules (8) et (4) montrent que le ealeul du nombre
pa n'exige que la connaissance de la partie linéaire seule du
polynome

Py =g+ X4agy4---

Si Pon désigne par p le terme constant du polynome £,
par ¢ et ¢" les coefficients de x et de y dans le polynome Q,
les formules (9) réduisent pour x=yp==0 les polynomes A, B, C
aux valeurs fixes
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et les formules (8), en y faisant x=y=0 fournissent
Pr=aay+bay+(2n-—3) ¢ a,.

Ceei, par exemple, fait voir que si gy=a;=a,=0, on a
pa=0. Si, done, dans un polynome P, manque la partic linéaire,
la série (3) ne contient pus le terme en x*+1,

Si T'on a a la fois
y=0), a oy +bouy=0,

on aura encore po,=0. S/, done, dans un polynome P, le terme
constant est nul, ses coefficients de x et de y otant lids p la ve-
lation précédente, la séric (3) ne contient pas les termes en x* ¢t
en xttl,

Les remarques qui suivent se rattachent aux termes econ-
stants p, des polynomes P,

D’abord, p, est un entier an plus égal, en valeur absolue
a une certaine valeur

n! a?

ot « est un nombre positit, fini et indépendant de n.

in effet, Ia relation (8) montre que p, est un nombre en-
tier. La série (3) ayant son rayon de convergenee ¢ non nul on a

(11) lim sup C Ian N — (_1)
done
! !’an : = 1 —%— Fn
Q

. , 1 .
ol &, tend vers zéro avee FE Par suite
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1 ; pn ! 1 ‘ i )
‘ ani = ﬁ q2,l,1 | == ((_) e “711) <
: |

| <

ot £ cst une quantité positive fixée, indépendante de n. Done
[pa| << nllv| g 20 nt b | g P
On en eonclut gue

(12) [ pui < nta

ot a est la quantité positive finie et fixe
(13) a=h ql.

Enfin, une remarque d’ordre aritmétique se rattache aux pn
dans le cas od l'équation (1) admet comme intégrale y une
fonction «alyébrique de x. Dans ce cas p, est lowjours wun mulliple
enticr de la n~iéime puissance o’ un nombre fire,

En effet, lorsque la série (3) représente une fonction algé-
brique, il existe un nombre entier fixe M tel que a, soit mul-
tiple entier du nombre M. Il s'en suit, d’aprés (10), que pa
sera multiple entier du nombre

nl g1

1n
/1

Si Pon désigne par « et § le numérateur ot le dénomina-

>

teur du nombre rationnel fixe ((71 réduit & sa plus simple ex-
i

pression, on aura

Ll 1 .
pn_:ﬂ! kn (%) . —’;‘ - kn:-'(‘:n“(ﬂ‘
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et comme p, est un entier, ¢ #" est néeéssairement un diviseur

du nombre ol f, o, de sorle que
b

(14) pnj: /“Ii, ;'”,

k, ct v étant des cntiers.

9. Les faits analogues se présentent dans le cas dune
équation différentielle d’'un ordre quelconqgue
5 a o - 1
(15) YO =R (x, 3,5,y )

ot R est une fonetion rationnelle en toutes variables quelle con-
tient, a coefficients nombres commensurables. erivons

(16) =y, Yo=Y

¢t eonsiderons Péquation {15) éerite sous la forme

(17) }’hza

ou P et Q sont des polynomes en

(18) X Yo Voo o+ - Yt

a coefficients nombres entiers, avec la seule hypothose que le

terme constant de Q n'est pas nul.
Soit y une intégrale de (15) s‘annullant, ainsi que ses dé-

rivées

(19) Ju Yar o Yt

pour x=0 et ayant la valeur x=0 comme point ordinaire: on

aura au voisinage de x=0

(20) yzahxh_f_ah_!_‘xh—-}—l+ah+2xh-}Z_)r_ R
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e coefficient de x* sera fourni par la formule

a, = - (n=h, h+1,...)

o Iy désigne le terme constant d'une certaine fonction R, -
tionnelle en variables (1R); cette fonction est le n-iéme terme
de la suite

(21) Ry R4y Ryvay - -+

e

de fonctions formées d’aprés la loi de receurence

. de -1 oEn«——i d Rn»——i
29 Pl Gt} ’
(«—A) Ien ax + J’1 Oy{) + Y2 oyl +
. 5 yh - oyh-—‘Z ‘ Q 0yh~71
avec
RI‘:, = 'g” .

On s'assure comme précédement yue

Py

23) Ro=Gmcgin’ Pi= P (n= b b1,

ou P, est un polynome en (18) a coefficients nombres entiers.

De Ia formule

Apnfi
Rnﬁi = .QZHV—ZII‘I

on tire par différentiation

Pablications mathématiques IV
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PaRni

@pnwi dQ -
R LSLISY, P 1R R4
ORny Q% —n 2h 1) gy P
dx - QZ(n—h)
0Pt o on 1,99
Ry deyﬂ (21 —2h ]‘)dyn Py
d}"o - Qg(n—-n)
(24)
0Pt oy o 109
Ry, Qg 2= DG P
'W S T Q2=
OPus . o o Q.
—~-(2n—2h —1) n—
0Rey _ Qg gy T
a,Vh—i - QZ(n-—/z)
done
0P, . 3Q
- (220 — 1) 5= PPy
(25) OR.y P PQ 0y 1 = —1) Oyh-1 !
= QT Q@
Des formules (22) et (23) on tire
ooy {OFnt OR,- ORu
_. )22k 1 e i et
Pn Q (‘ (')x 1_))1 dy() +y2 dy; + T
OR+
+yh 0}’1» +Q

6yh-

)

et en y remplacant les dérivées particlles de Rot par leur ex-

pressions {24) et (25) on frouve

Np apn~1 ()Pn -1 01 -1 OPn;.l
9 = el
2) Pn=A=5=+H, 3 + Hy o + H, e
e Hy 0Py 5 Q_‘?_"'_l_;_(g,,_gh_.l) CP, ,

Zopie T Oy

Ly
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A, B, C, H0, Hl’ MR Hn,.,‘:?‘

sont das polynomes fixes en (I8), & coefficients nombres entiers,
ayant pour expressions

A=Q%, B=PQ,

(99, , 90

- 4}
@) C=—Q| G e +rege

£

‘ 0Q | P 0Q
RS A Gam} '

Ho==p, Q°,  Hy=y, Q% Ho=yp; P Hio=y.10%

Le calcul des coefficionts «, se raméne i celui des termes
constants pu, puyyy, Pruses ... des polynomes Py, Py q, Py o, ... for-
més d'aprés {u loi de reccurence (26) ot du terme eonstant g du
polyumine Q) on aura i fornule

Pn

n = nl go— (n=h,h+1,...)

Ce ealeul n'exige que la connaissance de la partie du polynome
Py y=aytay xtay g+ e
linéaire en x et en yn .. En effet pour

X :—.ye ::Jg3 E R —y hq :0

les polynomes
H‘” Hl: Hz, ce Mo
se réduisent a4 zero, et les polyvnomes A4, B, C aux valeurs fixes

A =gi=a, B=pg==b,

C=—(qq'+py")=¢
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ot p désigne le terme constant du polvnome P, et ¢, g” les
coefficients de x et de y;, dans le polynome Q. On aura de (26)

prn=aa,+bag+(2n—2h---1) ca,

et I'on en tire les conclusions relativement aux lacunes
que présentera la série (20), comme dans le cas de l’équation
(1) du premier ordre.

On démontre de la méme manicre que dans le cas de
I'équation du premier ordre que pn est un entier auw plus égal,
en valeur absolue, it une certaine valeur

nla®

ot a st un nombre positif, fine et indépendant de n,

Enfin, Ia méme remarque que dans le cas du premier
ordre se rattache aux intégrales y algéhiriques de Téquation (15):
Uentier po est un mudtiple entier de la n-iéme  puissance  d’un

nombre fize,
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