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ET CONVERGENCE UNIFORME
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0. Introduction

(0.1) Une fonction R a valeurs réelles >0, mesurable et définie dans un
intervalle [a, + o[(a>0) sur la droite réelle est dite & comportement régulier si
la limite p (¢) =limy_ + R(xf)/R(x) existe pour tout t>o (Karamata [1, 2]).

Une des propriétés fondamentales des fonctions & comportement régulier,

(0.2) La limite ¢ (t) a lieu uniformément en ¢ sur tout intervalle [a, b] (o<
<a<b< + ) [3, Théoréme 3],
a été généralisée dans [4, 5, 6] et sera généralisée dans cette note (2.1). La a
été généralisée la fonction R — ici sera précisée dans un certain sens la con-
vergence uniforme. Nous considérerons le cas classique (0.1) et un cas extrémement
simple, intéressant par lui-méme, du comportement régulier (contenu dans celui
de [5] ou I'on a considéré les applications d’un groupe topologique dans un
autre).

Les théorémes asymptotiques abeliens, tauberiens et merceriens couvrent
une partie importante du domaine d’applications des fonctions 4 comportement
régulier; un tel théoréme abelien général (2.2) découlera immédiatement de (2.1).
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1. Fonctions & comportement régulier

Notations (1.1) Dans tout ce qui suit on désignera par G le groupe mul-
tiplicatif R’ des nombres réels >o, le groupe additif R des nombres réels ou
le groupe additif Z des entiers rationnels ordonné par Pordre usuel, muni de la
topologie usuelle et de la mesure de Haar usuelle notée 2. La loi de compo-
sition sur G sera notée, sauf mention du contraire, multiplicativement. On
écrira 1 pour Pélément neutre de G, et x™! ou l/x pour I'élément inverse de
XEG-Si f est une application de G dans un ensemble quelconque E, on no-

tera f l’application de G dans E définie par f(x) =f(1/x).

1) Karamata supposait la fonction R continue.
2) Comme les groupes topologiques ordonnés R‘:r et R sont isomorphes, nous ne con-

« g *
sidérerons que R, .
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18 D. Arandelovié

G le groupe des homomorphismes continus de G dans R’:r

of la base du filtre des “‘voisinages de + co” dans G, formée des intervalles
[a, + ©o[={x&G|x>a} (@a=G). Les relations de comparaison <, <XV et ~ (en
particulier la convergence) seront considérées suivant ,% . On écrira, par exem-
ple, lim f au lieu de lims f et lim,., ., f(x) au lieu de limy f(x).

Remarque (1.2) L’application r+>p de R dans R, définie par p(x)=
=x"(x&R%) est un isomorphisme de R sur R’; de méme, I'application ri—>p
de RY dans Z définie par p(x)=r*(xEZ) est un isomorphisme de R% sur Z.
Par conséquent toute fonction p de G autre que la constante 1 est strictement
monotone et tend vers + o0 (p>>1) ou vers o+ (p<{1). L’ensemble G est donc
une échelle de comparaison. Pour p€G, on a ¢ =1/p et

p<X1<p(x)<1 pour tout x>1 < p(x)>1 pour tout x< 1.

Définition (1.3) Une fonction R a valeurs dans RY, mesurable et dé-
finie dans un intervalle [a, + co[ dans G est appelée a comportement régulier
(sur G) si la limite

. R(xt)
3. = ] el 1 4
(1.3.1) e (0 i R()

existe pour tout t<G; la fonction p: G— R’ est dite 'indice de R. Une fonc-
tion @ comportement régulier d’indice o1 est appelée a comportement lent.

Remarque (1.4) Si G est le groupe Z noté additivement, I’existence
de p(r) pour tout t&Z est équivalente a la convergence de la suite Rn+
+1)/R(n)) vers un élément de R%,..

Y

Propriétés des fonctions i comportement régulier
Soit R une fonction & comportement régulier d’indice p. Alors
(1.5) FY=tca

(1.6) La convergence dans (1.3.1) a liew uniformément en t sur tout ensemble
compact de G.

(1.7) La fonction R est localement logarithmiquement bornée dans un intervalle
[a, +o[CG.

(1.8) lim yR=Hm yp pour tout y de G autre que 1/p.

(1.9) Pour tout o et © de G vérifiant cLp<Xn, on a

(1.9.1)  -inf 6 ()R(t)~G (X) R(x) et sup = (¢) R(t)~%(x) R (x).
t=x t=x

(1.10) Il existe un acG tel que, pour tout o et de G vérifiant ¢ <{ p < T, on ait
(L.10.1) sup G () R(H)~G(x)R(x) et inf % (f) R(t)~% (x) R (x).

a<{t<<x ascI<<x

) Notations de Hardy. On écrit aussi (Bachmann-Landau) f=0(g) au lieu de f<g et
f=0(g) au lieu de f<g.
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Remarque (1.11) Réciproquement: si une fonction R a valeurs dans R,
mesurable et définie dans un intervalle [b, + oo[ dans G, vérifie (1.9) ou (1.10)
avec un p € G, elle est & comportement régulier d’indice p.

2. Résultats
Théoréme (2.1) Soient R une fonction a comportement régulier d’indice

p, ¢ et © deux éléments de G tels que 6<{p<{t, v=min (&,%). Pour toute
fonction complexe g localement bornée dans G vérifiant § <6 on a

(i) Si lim-sup | g|/R< + o, alors

2.1.1 lim - sup sup v (¢ M<lim-su M

(=l by ) EUD U PR R(x) el R(x)

(ii) Si lim g/R=c, alors

(2.1.2) ey sup @) (Y o na) | <o
x—>tw tEG R (x)

Corollaire (2.2) On conserve les notations R, p, o, 7, v de (2.1). Soient

E lespace vectoriel sur le corps K (des nombres réels ou des nombres com-
plexes) de toutes les fonctions h de G dans K telles que la fonction vh soit
bornée dans G, muni de la norme

(2.2.1) || Alj=sup v(x)| 2 (x)],
xcG

P une propriété d’une application de G dans K vérifiant
(2.2.2) P(p) est vraie pour tout o de G.
(2.2.3) Si P(g) est vraie, P(ag) est vraie pour tout a de K.

(2.2.4) Si P(g) est vraie, P(T, g) est vraie pour tout x de G o T, g (t)=g (xt)
pour t&G,

A
F le sous-espace de Despace métrique E, formé d’applications h de E possé-
dant la propriété P,

U une application continue de F dans K.

Alors, pour toute fonction g & valeurs dans K localement bornée dans G
vérifiant P(g) et §=<6, de lim g/R=c découle

7,8
R (x)

(2.2.5) lim U(

) =U(cp).
X—> 400

De P(g), (2.2.3) et (2.2.4) il résulte que les fonctions g, =T, g/R (x) (x EG)
possédent la propriété P; la fonction ¢ p la posséde aussi (2.2.2), (2.2.3). Comme
la fonction U est continue dans F, il suffit, pour obtenir (2.2.5), de montrer
qu’il existe un x,&EG tel que g, & E pour x>x, et que g, converge Vers cp
dans E lorsque x— + 0. Ceci découle immédiatement de (2.1).

2%
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Exemples. — (2.3) Soit K=R, P(g) vrai pour toute application g
de G dans R (i.e. F=E), w=max (o, 7), f une fonction réelle dans G telle que
la fonction fw soit bornée dans G, et soit

(2.3.1) U (h) = supg fh

pour /€ E. Dey=min (s, t) =min (1/5, 1/t) = 1/max (o, t) = 1/w il résulte U (h) —
—~U (k) |<supg | f||h~k|=supg| flwv|h—k |<(supg|f|w)|| h—k|| pour h et k
de E; par suite, la fonction U est continue dans E et la relation (2.2.5) s’écrit
sous la forme

(2.3.2) lim sup f(t)&tl:sup cf(®)e ()
x—>+ow 1€G R(x) ¢ ¢

qui généralise (1.9.1) et (1.10.1). Pour obtenir, par exemple, la deuxiéme rela-
tion (1.9.1) il suffit de prendre un a&G tel que la fonction R soit localement
bornée dans [a, + o[ et de poser f(f)=o0 pour t<<1, =%(t) pour t>1 et g(t)=o
pour t<<a, =R(t) pour t>a. Alors: la fonction fw, ne prenant que les valeurs o
(pour r<<1) et 1 (pour ¢>1), est bornée dans G; la fonction g est localement
bornée dans G, §=<6 (puisque g(f)=o pour ¢>1/a) et lim g/R— 1. En suppo-
sant x>a, on obtient enfin

sup T()R(?) . T (xt) R (xt) —~ 55D 4 {7} R(xt) _
t=x *E(x)R(x) =1 ';(x)R(x) =1 R (x)

— sup f(1)e () =sup TMe(M=1 (x—>+ o).

g (xt)
R(x)

sup f(z)
teG

(2.4) Soit K=C, P(g) la propriété “g est B-mesurable”, w=max (6, 7), f une
fonction complexe dans G telle que la fonction fw soit B-intégrable, et soit

(2.4.1) U= [, frdg

pour tout A& F. De |U(h)|=]| l fG Swvh d 'g(fc ]f[wdﬁ)“h“ il résulte
que I'application linéaire U est continue dans F. La relation (2.2.5) s’écrit sous
la forme bien connue [7, Théoréme 6]

(2.42) Jm [ s %d@mq f 0p()dB0).

3. Démonstrations

I faut démontrer les propriétés (1.5)—(1.10) des fonctions & comporte-
ment régulier et le théoréme (2.1). Les propriétés mentionnées sont bien con-
nues si G=RL[l,2,3]. Si G=2Z, (1.5)—(1.7) découlent immédiatement de la
définition (1.3).

Démonstration de (1.8)—(1.10) dans le cas ot G=2Z. Notons
le groupe Z additivement.

(3.1) Démonstration de (1.8). Soient x et r deux nombres réels >o
tels que p(n)=r", y(m)=x" pour nCZ (1.2). La définition (1.3) entraine
lim y(n+1) R(n+1)/x(n) R(n)=xr; on en conclut que la suite x R est stricte-
ment monotone pour n assez grand: croissante si xr>>1, décroissante si xr<<1.
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Il existe donc lim yR=o & [0, + 0]. Dea=lim x(n+ 1) R(n+ 1) = xr lim x (n) R(n) =
=xra il résulte que a=o0 pour xr<<l, = + oo pour xr>1, ce qui achéve la
démonstration (d’aprés (1.2)).

(3.2) Démonstration de (1.9). Supposons l’entier rationnel N tel
que la suite 6 R soit croissante et la suite TR décroissante pour #n>N (3.1).
Pour ces valeurs de n on a infy=,6(k) R(k)=c(n) R(n) et supi=n7t(k) R(k)=
=71 (1) R(n), d’out la conclusion.

(3.3) Démonstration de (1.10). Choisissons un entier rationnel m
de sorte que R(n)>o0 pour n=m. En vertu de (1.9), il suffit de prouver que

3.3.1) mf 6 (k) R(k)~c (n) R(n) entraine sup o (k) R (k)~a (n) R (n),

m<k<n

3.3.2) sup 7 (k) R (k)~7 (n) R(n) entraine inf 7 (k) R(k)~7 (n) R(n).

m<k<n

Remarquons en premier lieu que la fonction 1/R est & comportement
régulier d’indice 1/p, que 1/r&G et 1/v<¢ 1/o. Remplagant R par 1/R et o
par 1/t dans (3.3.1), on en obtient la relation équivalente

1 1 . 1 1
entraine sup ~

i N
i TR () R(n) metin £ () R(E) () R (n)

étant évidemment équivalente a (3.3.2), d’ou I’équivalence de (3.3.1) et (3.3.2).
Il suffit donc de prouver (3.3.1). Démontrons d’abord le lemme suivant:

(3.3.3). Soient [ et g deux suites des nombres réels >0 définies dans un
intervalle [m, + o[ dans Z, et soit lim g= + . Alors

f(n)~g(n) entraine sup f(k)~ sup g (k).
m<<k<n m=k<n

Posons # (n) = supp<i<nf (k)/SUPm<i<ng (k) pour n>>m. On déduit de f~g
et limg= +o00 que I'on a supmeci<nf( )~supM<k <nf (k) et suppck<ng(k)~
~SUPp<k<ng (k) pour tout M>m, UHonc aussi lim-sup /i (n)=1im-sup,_ ;o
SUPpr<k<nf (k) [SUPM<k<n & (k) <SUDk=n (f]8) (k), d’00 lim - sup /2 (n)<1. En échan-
geant les rdles de f et g, on obtient, d’aprés ce qui précéde lim-sup 1/A(n)<1,
ce qui achéve la démonstration du lemme.

Posons maintenant £ (n) = infy~, o (k) R(k) pour n>>m. On a alors limh=
=lim.infe R=lim 6 R=lim 6 p= + o0 (1.8). En appliquant le lemme précédent,
on voit que % (n)~c (n) R (n) entraine

SUPm<k<n G (K) R (k) ~Supmes<n h (k) = h (1)~ (n) R (n).

(34) Démonstration du théoréme (2.1). Remarquons d’abord
que v()=min (¢ (1), T(t))=c () si <1, =7() si t>1 (1.2).

Soit AEG tel que la fonction R soit localement logarithmiquement bornée
dans [4, + oo (1.7), et soient, pour x> A.

S(x)= sup o(t)R(t), T(x)= sup T(&) R().

ALt<x
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La fonction ¢/5, étant bornée dans un voisinage de + oo (par I’ hypothése)
et localement bornée dans G (comme le produit de deux fonctions locale-
ment bornées dans G), est bornée dans chaque intervalle [a, + o[ dans G; par
suite, la fonction 6g=(g/6) est bornée dans chaque intervalle ]<, a]=
g{x€G|x<a} Le méme raisonnement montre que la fonction g/R est bornée
dans [4, + co[. Posons

M(a)= sup ¢(x)|g(x)|, N(a)= sup

x<a x>=a

{g(( 2l pour az=A.

() Supposons x>a>A. En considérant les cas: 1° t<1, xt<a, 2°t<1,
xt>aet 3°t>1,0na

g(xt)| _
v(t) R
o s8] _FGnle@n| M@
R(Xx) &®x R S(XRx
2 slEEDI_SEON@RGY o0 Sen o S
R (x) 6 (x) R(x) 6 (%) R (x) 6 (x) R(x)
30 (t)lg(xt)| (xt)N(a)R(xt) N(a)— T (xt) <N (@) — T(x) ’
R(x) T (x) R (x) T (%) R(x) T (¥) R(x)
d’or
sup (z)‘g( ’<max{']wi, N@— &% N(a),—TL}
1eG R(x) 6 (x) R(x) 6 (x) R(x) T (x) R(x)
et par suite, d’apres (1.8), (1.10) et (1.9),
lim - sup sup v(¥) g () ‘\N(a).
x—>+ow teG (x)

On en obtient (2.1.1) lorsque a— + 0.
(i) Si r<<Ad/x<1, alors v(#)=0 (¢) et par suite
xt | o(xt)|g(xt) c
5(__)_69(,) _EM e ;____(,m)
R(x) 6 (x) R(x)
LMD | = (i)_,o
¢ (X) R(x) p\4
d’aprés (1.8). On peut donc supposer > A/x. Pour ces valeurs de ¢ on a

| g (xt)
I c<w

N

v(t).

(x— + ),

gGt) R _g0en) 1 8(x)
R(xt) R(x) R(xt) R(xt)

=wo{ o (1) co (1)
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R (xt)
R(x)
=NA)h(x, t)+k(x,1);

glxt)

<N(A)r(t) e

p(t) +v (0 e )

d’ou l'on voit qu’il suffit de montrer

a) lim-sup sup A(x,¢)=0 et b) lim-sup sup k(x,7)=0.

x—>+o0 t=Alx x>+ =Alx

a) Soit uC G et u>1. En majorant s dans les cas 1° 4/x<t<l/u,
2° t>u'et 3° 1/u<t<u, on obtient:

hx, 1)<
o « . R&H . o(xt)R(xt) o (1
1 et o — I
e T e o 1)
< S (x/u) o (1) R(x/u) +£(u)
o(x/u) R(x/u)  R(x) e
o x (t)R(Xt)+i(t)< i T(xu) 7 (u)R(xu) +_&(u)
R(x) = T (xu) R (xu) R (x) T
v s @y sup [ TO0 ()l
u<t<u Hu<t<<u

De 1° et (1.10), 2° et (1.9), 3° et (1.6), il résulte
5 ¢ P
lim-sup sup h(x,?)<2max {— (u), — (u)
x—>+4o t=Alx ] T

d’ou la conclusion (lorsque u— + c0).

b) En majorant k dans les cas 1° 4/x<t< 1/ x et 2° t>1/)x (oit Vx est
la soluion unique de I’équation ¢-¢=x dan§ G), on obtient pour x >max (4, 1)

kx, 1)<
1\ g(xt) 5 lg(® |
R — N +c)), 2 1
p(t)’R(xt) c{ ZODWA sl 2 1sup | e

(car vp=min (p/o,p/r)<1) et, pour achever la démonstration, il suffit de
remarquer que lim Vx= + 0.
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