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UBER GEWISSE VEKTORRAUME
PSEUDOHOLOMORPHER FUNKTIONEN

Claudio 1. Withalm
(Eingegangen am 27. Mai 1974)

Die algebraische Struktur der pseudoholomorphen Funktionen unterscheidet
sich von der der holomorphen Funktionen insofern wesentlich, als jene modulo
eines bestimmten Erzeugendenpaares einen additiven Vektorraum iiber R darstellt.
Nach Feststellung einiger Aussagen [8] iiber die Vertréglichkeit der Produktbil-
dung als Abbildung in Vektorriume pseudoholomorpher Funktionen und {iiber
eine gewisse dabei erzeugte Mehrdeutigkeit im Zusammenhang mit dem Ahn-
lichkeitsprinzip, soll es Gegenstand der Untersuchungen sein, solche Klassen
pseudoholomorpher Funktionen zu betrachten, die unter bestimmten Erweite-
rungen Algebren erzeugen, und fiir welche eine einfache Abbildung in den durch
einen Heuptzweig [7] charakterisierten Vektorraum existiert.

1. Einfiihrung. Bevor wir uns gewissen Erweiterungen bestimmter Klassen
pseudoholomorpher Funktionen zuwenden, wollen wir noch einige wichtige Funk-
tionenrdume einfithren.

Es sei D, C ein (endliches) Gebiet und H' die Klasse der iiber D, erklirten
komplexwertigen Funktionen, die bis zu den partiellen Ableitungen erster Ord-
nung nach x und y holderstetig sind; dann sei

Ep,: ={E=(F:G); E:D,~CxC, VzeD,:ECH'xH! und Vz&D,:
Im (F- G)>0};

Ep, heiBt Erzeugendenraum, jedes Element E von Ep, heifit ein Erzeugenden-
vektor.
Es sei DC CD, ! ein Gebiet; dann sei

Qp: ={o=(3); ©:D>E}) 2
Q,, erweist sich als additiver Vektorraum iiber R.

P,(E): =E-Q, heiBt die Menge der in D erklirten pseudoholomorphen

D DC(CD,: < D, ist ein Gebiet und DC D,.
2 E, ist der zweidimensionale Fuklidische Raum.
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Funktionen w modulo E genau dann, wenn

Vz,&D @W(Zo): —w(zy): =lim E(Z)L(Z);(D@
dz Z—>2Zy z_zo

eigentlich vorhanden ist. Falls P, (E) existiert, ist diese Menge ein additiver
Vektorraum iiber R.

w=Ew=F®+G{ heiBt nach Bers [1, Seite 6, 25], [2, Seite 219, 220] eine
pseudoholomorphe Funktion erster Art, und fiir A4: =(1i) heiBt do=®+i¢
die (1 —1) korrespondierende pseudoholomorphe Funktion zweiter Art mod E.
Ist speziell E=A& Ep,, so ist Ao holomorph in D; wir erkliren daher

Pp(A): ={w=Aw; w ist holomorph in DC CD,}.
Wie beim Beweis der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen folgt aus
der Existenz von w
wEHY, Ewz=0, Ew,=w
Es ist P, (E) ein Vektorraum iiber R hinsichtlich der Addition; wir wollen nun
das n-tupel (w,, w,, ..., w,)als Element des Produktraumes P, (E')x P, (E") x
x o xPy(EN=]] P,(E”) interpretieren und mit N; die Nullstellenmenge
v=1

von w;=E‘wf in D bezeichnen.

Hilfssatz 1. Die Abbildungen

®,: UIPD (E)DMW,,s ..., w,.)—>f_[1 w, & Ppni (E)

existieren und sind Epimorphismen, wobei ¥ ic{1, ... n}

Ni:= UNNWN; und Ei: < (Eipw). [[w, P
v=1 =1
bedeuten moge. ’

Im Produkt w: :va kann also jeder der Faktoren w,=EYw’ als Frzeugen-
=1

denfunktion gewéihft werden; je nach Festsetzung dieser Auswahlfunktion w;—
= FEi'e’ wollen wir diesem Umstand durch einen vor w gesteliten Index (E)
Rechnung tragen. Dabei bezeichnen wir in der Aquivalenz

Vic{l,...n} VzED\N w=[wEPpwi(E) & w=uyw
v=1

eyw als iten Zweig von w. WertemdBig ist Vi, j&{l, ... n}@w = @yw, im
allgemeinen impliziert das aber nicht die Gleichheit von
d gy w dEhw

Ul’ld (Ej)l'.v =
dz

EHYW =

D Die Auswahlfunktion w; heiBt Erzeugendenfunktion; zum Beweis siche [8, Satz 1]
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Unter der vollen Ableitung w von w=] | w, wollen wir die Summe aller Zweige

v=1

&) vil, 1<i<n, verstehen; dann gilt

. uo,
W/W= z WV/W‘,,
v=1

welche Gleichung formal der Ableitungsregel eines Produktes analytischer Funk-
tionen entspricht.

Das Ahnlichkeitsprinzip [1, Seite 21,70], {7, Seite 606] besagt, daB es fiir
w=EwcP,(E) eine auf D gleichmaBig stetige und beschrinkte Funktion s mit

s L f aQIBQOWRWD) ey
II -z
DOL=E+in
wobei unter E=(F G)
g FOz-FzG . FGz—F;G Y
' FG-FG = FG-FG

sogenannte charakteristische Koeffizienten sind [1, Seite 5], [7, Seite 215], und
eine in D holomorphe Funktion f gibt, sodaB w=e°f. Ist w und somit auch f
in D beschriankt, so gilt

Hilfssatz 2.

Zw}iPD(E)xPD(A)a(w, 1/f)_>[<E>esEPD(E/f)

7 (€ EPp(Aw)
sind Epimorphismen.
Der Beweis folgt unmittelbar aus Hilfssatz 1. [8, Satz 2] ¢* hat also die beiden

Zweige (pe’ und (e’ Fiir f=const ist die Aussage trivial; Vekua [4, Seite
127] nennt w dann eine verallgemeinerte Konstante.

Allgemeiner heifit w=FEy mit komponentenweise konstantem <y eine verallge-
meinerte Konstante mod E.

Fiir die Ableitungen gilt
(&) =€ (W), (e =e (=f"If),
@ =W, @t = —f P

Dann konnen wir der vollen Ableitung des Produktes w=l_[ w, die Darstellung
v=1

wir definieren daher

n n
wiw= 1—11 wy[w, = H1 &S
v= v=
verleihen.
D Ewz=0< w2=aw+b;

2) Die Erkldrung von s bringt es mit sich, daB D nicht eingeschrinkt werden braucht.
) s=log w—log f
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2. Spezielle Vektorriiume. Es sei w= P, (E), so ist die Aussage des Ahn-
lichkeitsprinzips, daB w als Produkt einer in D holomorphen Funktion f und
der Exponentialfunktion e* mit beschinktem und gleichmiBig stetigem s dar-
stellbar ist. Es ist zweckmiBig, den Vektor S: = (e ie%) einzufiihren.

Hilfssatz 3. w& P, (E) habe gemdB dem Ahnlichkeitsprinzip die Dar-
stellung esf; ist e~ H!, so ist wS P,(S) V.
Ist we Py (E), und w& P, (S) so soll (,w der Hauptzweig von w heiBen; wir
wollen dann anch sagen, w nehme seinen Hauptzweig an.

Folgesatz 1. Nimmt wc P, (E) seinen Hauptzweig w=esfC Pp(S)
an, so gilt w=esf" und es verschwindet die volle Ableitung von s. ?
Es sei Pp*(E): ={w& P, (E); wwER} und es sei P,°(E) ein Vektorraum in
P,+(E), so wissen wir aus [8], daB in P,° (E)(E)s;.:(béj gilt.

Satz 1. In P(E) ist &)’i=&°j=0.
Beweis: Aus w,, w,& P,0 (E)folgt w,/w, —w,/w,, also Wy =W, N, W, =W, A,

ist dann w,=Ew®?, so folgt aus w, =(EA) w? und u}lz(El) w?,, w,CPP(AE),
also A=1. Ist » reellwertig, so ist W1=E()\cozz+ Az 0?), also AER. PO(E) ist
also nur dann nicht trivial, wenn (zs=0 und wir fiir das neutrale Element
wo=Ew® mit &®=(3) noch gs,=0 definieren.

Folgesatz 2. P, (E) enthilt alle verallgemeinerten Konstanten modulo
E so wie gegebenenfalls das Element w=Ew mit ¢,=ELl.

Beweis. Nach Satz 1 folgt aus w=Fw=¢fc P (E) die Beziehung
&S =w/w=0; sie ist erfiillt, wenn w=Ew=E~y eine verallgemeinerte Konstante

ist oder in w=Ew, der Differentialausdruck w, gerade der zu E orthogonale
Vektor ist.

Es sei P,/ (E): ={wc P, (E); wi/wj =fEP,(A)}; dann ist P,/ (E) ein Vektor-
raum iiber R und P,°(E) ist ein Teilraum von P,/ (E).

Satz 2. In P/ (E)\Py(E) ist w,lw,C Pp(A).

Beweis. Es sei w,=e%if; 9, so ist (E)éiwi/wj —f mit (gs,EPp(4) nach
Voraussetzung; fir g)s;0 ist dann wi/w; =f/(g)s;.

Folgesatz 3. Fir n=i,j sei w,=P,/(E)N\Py,(E) und es gelte nach
dem Ahnlichkeitsprinzip w,—e™f,; hat dann w; die Darstellung w,g mit g< P, (),
50 ist

5 — @ Si=(log g)'.

) Fiir den Beweis siehe [7, Satz 3]

) Fiir den Beweis und die Integration siehe [7, Korollar 3, Korollar 2]
3) Vergleiche [8, Satz 4]

4 w;= eif; nach dem Ahnlichkeitsprinzip
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~ _Beweis. w=wi g > vl}j=wig+i1)igz; nach Division durch w;=w; g folgt
die Behauptung.

3. Erweiterungen. Es sei A, die Menge aller in D beschrinkten und kom-
plexwertigen Funktionen X(z) aus der Klasse H!; dann ist die Funktion

m m
W:= 3 hw,= 3k Eo* mitw, & Pp (E)in D erklért. Definieren wir (d—;"\—)) W=
p=1 u=1 zZ

Z A, Wu, so konnen wir A, w,&Ppn, (A, E) deuten, wo N, die Nullstellen-
pm=1 .

menge von A, in D ist, denn mit E=(FG)cE gilt, Im (A, F-},F)=Im
(| 2|2 FG)>0. wegen A, & H! gilt ), FA,G)& H!x H' und es gilt

lim 2, (z) E(2) 9“—(%;;"“-(2—01 — 2, (2) W, (2).
z—2y -2z,

Satz 3. P,(E) ist genau dann ein unitirer Modul iiber R, wenn a-+b==0.

Beweis. Zum Beweis setzen wir Ew=Fp +Gy=1; ist F=Fg+iF,

G=Gr+iGy, so folgt aus
(FIR GGR) (‘«P) (01 )
1 I

die Lésung @ = G,/(Fg G,— F, Gg) = (G — G)/(FG — FG), { = — F;|(Fg G;~F; Gg) =
= —(F~F)/(Fa — Fa), mit (FG)& H' x H'; nach Punkt 1| muB8 F[(G—G)/(FG -
—FG)]z + G{— (F— F){(FG ~ FG)]z =0 gelten, welche Beziechung sich aber nach

Rechnung gerade zu —a—b=0 reduziert. Fiir die Notwendigkeit schlieBt man
umgekehrt.

Folgesatz 4. P,(E) ist immer dann ein unitirer Modul iiber R, wenn
Ec P, (A4A)x Py (A).

Beweis. a+b=0 < Fz(G—G)+Gz (F—-F)=0.

Zur Erweiterung vonP,?(E) zeigen wir

Satz 4. Es sei W: = > Auw, mit w,E P, (E); dann gibt es einen Fak-
=

1
tor \ in D fast iiberall aus H', so daf} W& P\ n)(AE), wo N* die Nullstel-
lenmenge von A in D ist.

Beweis. Es ist (dw/d))W:= 3 A W, =0, mit A, w, € Pp 2N, (A, E); wir
=1

konnen fiir geeignetes A also W& PD{’NX()\E) deuten. Aus der Ableitungsre-

m

gel von > A, w, folgt die Differenzierbarkeit von A in D mit Ausnahme auf
=1

einer Menge mit dem MaB Null. ?

Y wj=Ewj=Ew;g=w;g > 0=Ew;=Ew;g+Ew;g, =0 fir gcPp(4)
2 Ist E=(FG) und A= —(FG,—F, G)/(FG—FG), B=(FG,—F, G)/(FG—FG), so gilt fiir
ein wcPp (E) w=w,—Aw—Bw; 4 und B heiBen wieder charakteristische Koeffizienten.
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Folgesatz 5 Es gilt (d/dz) W=(d op/dz) W= a5 w.
Wir wollen jetzt vereinbaren, unter K,,°(E) die Menge aller dem Vektorraum
P.0(E) entspringenden Funktionen

W= 3 MNw,, MEA,
w=1

zu verstehen. Ist dann E=(FG) so beschaffen, daBl a-+5=0, so gilt

Satz 5. KD\OD* (E) ist eine Algebra iiber R, wenn D* eine die Erzeugen-
denvektoren betreffende Nullstellenmenge ist, V und E den gemachten Voraussetz-
ungen geniigt.

Beweis. Bei geeigneter Wahl von E ist KD\OD* (E) nach Satz 3 ein uni-
tdrer Modul iiber R, denn wegen der Gleichwertigkeit von

F[(G - G)/(FG - FG))z + G| —(F—F) (FG — FG)]z =0
und
F[(G—G)[(FG— FG)],+ G[ — (F— F)|(FG — FG) ;= 0?

liegt das Einselement in P,°(E). Fiir den weiteren Beweis iiberlegen wir ledig-
lich, daB fiir W,= Z Ay, Wi, C KD (E), W= Z N, W, € Kpyp+ (E) und &, nE
&R, () auch EW,+nW,;= EZ)\,LLW +nz o ,vEKD\D*(E), denn es ist
Eh, = MEA, und 9y = -7\m+vLAD, dlSO gilt mit w; =:w

m+n

EWLnW,;= Zl A: W, und (ii) W, W, nach Hilfssatz 1 aus K%\D* (E) ist.

e Wi = Whty

Folgesatz 6. Die Gleichheit von Satz 1 ist auf K D-\%* (E) fortsetzbar
Beweis. (;\E)WZO.

4. Zusammenhang, Es sei S: =(e*ie) und fiir wc Py, (E) gelte nach dem
Ahnlichkeitsprinzip die Darstellung w=esf; dann wollen wir noch einige Aussa-

gen iiber diese Darstellbarkeit in den speziellen Vektorrdumen P%(E) und

P} (E), respektive fir S& Ep, iiber einen Zusammenhang von P, (E) und P, (S)
machen.

Satz 6. Es sei w,CPH(E)\PY(E), n=i,j und es gelte nach dem
Ahnlichkeitsprinzip w,=e*f,; dann ist 5, =5;.

D Ap wird also gegebenenfalls geeignet einzuschrinken sein.
2 Es gilt W,=(W);; es ist also a+b=0 < B+A=0.
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Beweis. Es sei we P (E)\POD (E), so existiert nach Voraussetzung ein
fEPL(A), sodall w,—wf; es ist

” aw,+bw, Wiy
a+ b(w,,/w,,)=4i’v_v*f:l~:

n wn

- (whHr Wz aw + bw
= "W T
dann folgt die Behauptung nach dem Ahnlichkeitsprinzip.

—a+b(ww);D

Folgesatz 7. Es sei e f=wC PhH(E)\PH(E) und es sei es<H', dann
ist in 0: P} (E)\POD (E)Dw-—>0W)EP,L(S) 0 die identische Mengenabbildung.

Beweis. S&H!x H! impliziert nach Hilfssatz 3 w=e'fC P, (S); dann
folgt die Behauptung aber aus Satz 6.

Am einfachen Gegenbeispiel wa=FaEP% (E), wb:GbEP%(E), E=(FG),
a, bCR? erkennt man, daB die Aussage von Satz 6 in P%)E) nicht gilt,
da im allgemeinen nicht F/F =G|G ist.
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1) Vergleiche FuBnote bei der Erklirung des Ahnlichkeitsprizips
2) Fa und Gb sind dann schon die Darstellungen nach dem Ahnlichkeitsprinzip
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