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(Regu le 30 mai 1975)

1. Introduction et résultats

Supposons que

(1.1) P,>0@n=0,1,...) et 0<P,= 3 py>co(n>o).
v=0
Soient
1 n
1.2 Gp=— o Sy
(1.2) P,,Eop

tes moyennes pondérées de la suite de nombres réels (s,) et posons
(1.3) T,(N)=s,+ra,

ol A est un paramétre réel.
Alors on a le

Théoréme (de Cakalov [1]). Supposons que la suite (p,) satisfait aux
conditions (1.1). Si x> —1, alors

(1.4) T, (N> (1 +X)s>5,—~>5 (n—>0)V.

Lorsque p,=1 (n=0,1,...), Cest le théoréme célebre de J. Mercer [2].
I. Schur [3] a prouvé que dans ce cas particulier la condition A> —1 est méme
nécessaire pour la validité du théoréme de Mercer. Dans le cas général des
moyennes pondérées, Cakalov a laissé ouverte la question sur 'a nécessité de
la condition A> —1.

Dans la présente note nous allons donner, en premier lieu, une nouvelle
démonstration du théoréme de Cakalov. Quant 3 la nécessité de la condition
2> —1, nous allons prouver qu’elle a lieu pour les moyennes pondérées o,
qui, outre (1.1), satisfont a la condition supplémentaire

(1.5) 13%1_,0 (n— ).

n

1) En vertu du théoréme de Toeplitz (v.p. 2), 'implication inverse a lieu pour tout X
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Cette derniére restriction est essentielle comme le démontre ’exemple des moyen-
nes o, définies par p,=P,=2, p,=2", P,=2"*1(n>1). En effet, de (1.3) avec
A= —2 résulte alors s5,=7,(—2)—27,,,(—2) et lon vérifie aisément que
Pimplication (1.4) a lieu pour A= —2.D

Nos démonstrations reposent sur la résolution explicite de I’équation (1.3)
par rapport a (s,) tant que fonction de (r,) et sur P'application du théoréme
classique de Toeplitz.

Théoréme (de Toeplitz). Soit [a,,] une matrice infinie donnée et posons

t,= Zoa,,‘,s‘, n=0,1,...).

Alors,

1° Slan<M (n=0,1,...),
v=0

2° lima,,=0 (v=0,1,...),

3° lim > Gpy=1

n—> -0

sont des conditions nécessaires et suffisantes pour que
S;—>8=>t,—>s (n—>o0).

Lemme 1. Supposons que la suite (p,) satisfait aux conditions (1.1).
Alors (1.3) définit une transformation (s,)—(t,(\)) pour tout \, dont Iinverse est
donnée, lorsque A~h.= —P[p, (k=0,1,...), par

7\ n
(1.6) $p=Ty(N) ————— > na, W7, (),
Patns, 0942
pour tout n=0,1, ..., ot?
def 71 3
(1.7) a,() = H(lﬂﬂ).
v=0 Pv

Lorsque A=13, (k fixe), nous allons supposer que la valeur }, n’apparait
dans la suite (A,) q’un nombre fini de fois®. Désignons par K- K (k) le plus
grand indice tel que A,=2x,. Alors?, on a pour n>K

D Cest 4 D. Arandjelovié que nous devons ce contreexemple.

n—1 n—1
) Une fois pour toutes nous remarquons que sousl_[ a, et Z oy, lorsque n=0, il faut
v=0 v=0

entendre 1 et O respectivement.
A . Atn
3 En particulier, si p,=1 (#=0,1,...) on a a, ()= .
n

9 Clest bien rempli, pour tout k fixe, lorsque la condition (1.5) a lieu, car
Po _ Pu Ppy_ Py,

d

Ay =

" —>— o0 (n->®).
Pn pn—l pn pn

n

n
9 Remarque analogue & celle dans? se rapportant a Z oy et H oy pourn=m.
v=m+1 v=m+1
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P A r K+1
(1.6)  5,=7, () — N E e pa ()T (W)
O o0 T Buak i ) v oo
ou (n>m)
n—1

’ m p\:
(1.7 a" ()= (1+x—).

) ™ I;L £y

La suite (a,())) posséde des propriétés remarquables:

Lemme 2. Supposons que la suite (p,) satisfait aux conditions (1.1).

Alors, pour tout n=0, 1, ... et n— oo respectivement,
1° Pa,. , M)=( +7‘)P0H (1 +(1 +)\)pv+1)
v=0 v

2° 1+)\z '};‘av()\):an()\);

v=0
3 (A+M > pa, N=P,a,, ,N);
v=0
4 a,(N)>0 lorsque r>—1,
5° a,(A) " o lorsque A>0;
6° a,M)\O0 lorsque —1<Ar<0;
7° Pya,., (W) A o lorsque A>—1.

Lemme 3. Posons

. pn+1

1.8) L=lim

( n—w P

Alors,

a,(\) est du signe constant @ partir d’un certain rang pour tout
L+1
B <
L

2° a,(\) prend des valeurs positives et négatives une infinité de fois pour

tout A< —Iiil—,
L

L+1
3° P,a,,,(N\)—0(n—>o0) pour tout ——Z—<)\<—1.

En particulier, lorsque (p,) satisfait a la condition supplémentaire (1.5), on
a 1° et 3° pour tout A< —1 et 2° ne peut avoir lieu.

En vertu de (1.1) et de 4°, 3° et 7° du lemme 2, les éléments de la
matrice
(1.9) a,,=(1+2A )M

P,a

n+1

O<v<n et a,,=0(v>n)

satisfont lorsque A> — 1 (donc, A£2, k=0, 1 ,..) aux conditions du théoréme de
Toeplitz et il n’y a que de 'appliquer & (1.6) pour obtenir le résultat de Cakalov.
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Théoréme Si la suite (p,) satisfait aux conditions (1.1) et, en plus,
a la condition (1.5), alors A> —1 est une condition nécessaire pour la validité du
théoréme de Cakalov.

En effet, si A< -1 et si A0, (k=1,2,...), le point de départ est la
formule (1.6). En vertu de 3° du lemme 3 (avec L=0) la matrice (1.9) ne
satisfait pas a la condition nécessaire 2° du théoréme de Toeplitz. Par consé-
quent, Pimplication (1.4) ne peut étre vraie. Lorsque A=2, (donc A< —1),
on vient & la méme conclusion en partant de la formule (1.6’), étant donné

que 3° du lemme 3 implique P, af,i}()\k)—>0(n—-> ). Enfin, lorsque A=2,= — 1,
on procede de la méme maniere en utilisant le fait que

7 P,—p, ”
(1.10) P (~1)=P, T 2 P‘:pnn%r_po,

v=1 v v=1 v

2. Démonstrations

Lemme 1. En multipliant (1.3) par p,a,()) et en sommant cette rela-
tion de n=0 4 n, on obtient

ShaMnm=3 na®s 23 2a,m s p,s,
v=0 u=0 v=o0P, =0

n n n
=S naMs S ps S Pa,.
v=0 i w=0 V= Pv
Or, d’aprés 2° du lemme 2, on a pour tout O<pu<n(®=0,1,...)

A i &av (7‘)=an+1 (7\)—0‘,_ (7\)’

v=w@ Ly

de sorte que

Z” p,a, 0‘) Ty (7\) =
v=0

= Z pvav()\)sv+an+1 ()\) z Dy Sy — z pu.sy.au.O\)'

v=0 ®w=0 w=0

Par conséquent, on a pour tout AD

@1 S pya, ()7 () =ay,, () Pyo,.
v=0

1) On peut démontrer (2.1) aussi par récurrence sur 7:
n+1 n

> ova M= pav )T () +Pnyyangy W) The, )
v=0 v=0

=8niy (W) (Pn0,.+PnyyTney W) =an4py ) (Pry1 Onyy+ A Pryy Onyy)

Pnyiq

=an+10\)(1+)\ )P,,“c,,+,=a,,+2(7\)P,,+,cn+,,

n+1
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Les seuls zéros de a,(A)(n=1,2,...) étant les points finis parmis
M= —Pupp (k=0,1,...,n—1), il en résulte, en vertu de (1.3), la relation
(1.6). Pour obtenir la relation correspondante lorsque A =2, (k fixe), nous allons,
d’abord, écrire (2.1) sous la forme

aK+1(7\)PKGK+ Z pvav()‘)Tv(A):an+1()\)Pn6n (I’l>K)
v=K+1

en supposant toujours A#A,, Or,

a,(N) =a, () &) (n>m; dy=1),
de sorte que

Pyogt+ S pa T W1, W =ait M) P,o,
v=K+1

En y faisant A—>),, on obtient

Prog+ S pd T ()T W) =dnii \) Pyo, (n>K).
v=K+1

Etant donné que, d’aprés la définition méme du nombre K, aryi (\)£0 pour
tout n> K, il en résulte

P K G K 1 n K+1
o= + Poas Tt () T, ().
P ai ) Puanii (W) v%l ’

La formule (1.6) est immédiate alors.

Lemme 2. 1° Par définition,

n Py+Ap, Py +Ap,
P,,a,,H()\):P,,HL— =(P0+kpo)n+—1~—+—‘,
v=0 Pv v=0 Pv

de sorte que

Py, 0=(1+ 05, T (1 +(1 +x)l%).

v=0 v

2° D’aprés (1.7) on a pour tout v=0, 1, ...

v—1
ay, ) —a, ) -2 2T (1 HIL“),
Pv u=0 ©
c.-a.-d.

(2.2) a,,,(N)-a, (x):x%av o)

v

et il n’y a que de sommer (2.2) de v=0 4 v=n—1.
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3° En sommant (2.2) par parties on obtient

Ké&m®=éﬁ@mQ%%®)

Il

- i av()\)(Pv‘Pv—l)+an+1()‘)Pn'—aoo‘)PO
v=1]

Il

- b, a, 0\) +an+1 O\)Pn_po a (7\)’
=1

v
d’ou l'affirmation.
4° est une conséquence légére de la représentation 1°.

57 a,(A) 7/ (A>0) résulte immédiatement de 2° les termes de la somme au
premier membre étant nonnégatifs. Par conséquent, a,MN>a,(0)=1, de sorte
que, en vertu de 2°

n—lp
a,(M)>1+1% =~
v=0 v

Il en résulte a,(2)— oo, car, d’aprés le théoréme classique d’Abel-Dini,

2.3) Zp\,=+oo:>Z£1=+oo
v=0 v=0 Pv
(voir p.ex. [4], IX Kapitel, § 39).
6° a, M)N(—1<r<0) résulte aussi de 2°, les termes de la somme au

premier membre étant nonnégatifs et son facteur A étant négatif. Or, a,(M)>0,
de sorte que a,()) converge, soit vers a>0. Supposons que a>0. Alors a,>a
et A< 0 implique

n—1

a,M<1+ra > 2 s wnsw),
v=0 Pv

en vertu du théoréme d’Abel-Dini. Contradiction. Donc, a=0.

7° L’affirmation résulte de 3°. D’abord, les termes de la somme au pre-
mier membre étant nonnégatifs lorsque A> — 1, on en conclu que P,a, (N
Par conséquent, en partant de 3°,

Py, () =(142) (p0+ s 2p, a (A)) >

v=12Ly 4

>(1+A)(p0+Poal(A) s A)>

v=1 Ly_1
=Dy
xum@ﬁmqmz~j
v=1 P, Y
En appliquant le théoréme d’Abel-Dini, il en résulte que

Pa,., (M)~ + wo(n— ).
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1

Lemme 3. 1° Etant donné que pour tout A> _ar (a>0) il existe un
e=¢g, >0 (suffisamment petit), tel que
' 1+(1+2) x>0 lorsque 0<x<a-+es,
Pniy
n

1+ +x)’ﬁ'1;—1>0.

n

on en conclu, en posant x= et a=L, que, & partir d’un certain rang n,,

2° 8 a< -2

il existe un ==¢,>0 tel que
a

14+ (1 +2)x<0 lorsque x>a—c«.
Pnyy

n

En posant, donc, x= et a=L, on en conclu que

1+ +nlico
P,

pour une infinité de valeurs de n.

3° Or, il est bien connu (voir p.ex. [4], Kapitel VII, Bemerkungen und
Beispiele 126 (2), p. 222) que

n
2.4) O<a,<let >a,= +oo:>H(l—cxv)—>0(n-—> o).
v=1

1
Si I'on pose a,= —(1-+2)p,, /P, en vertu de—L—Z— <A< —1, la premiére

des hypothéses dans (2.4) est bien satisfaite & partir d’un certain rang 1y.D
Si A< —1 c’est aussi le cas de la seconde, car, d’aprés le théoréme d’Abel-Dini,

2Pn =t °°:>Zp—"+i= + w:EI@: + oo.
P"+1 Pn

Par conséquent, notre affirmation résulte de 1° du lemme 2.
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1) Cela ne présente aucun inconvénient.
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