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L’ESPACE VECTORIEL PSEUDO-BOOLEEN GENERALISE

Coriolan Ghilezan
(Communiqué le 15 oktobre 1974)

Dans le travail {1] M. Michel Carvallo décrit I'espace vectoriel booléen
des expression booléennes sur le corps ({0, 1}, P,-) ou les opération binaires
sont ,,P et ,,-‘“ l'addition et la multiplication d’aprés le mod 2, de méme
que l’espace vectoriel postien sur le corps ({—1, 0, 1}, @,%) ou I’opération
binaire ,,®‘ est une addition d’aprés le mod 3, tandis que l’opération bi-
naire ,,*‘ minimum.

Dans ce travail, on élargit cette idée sur les expressions pseudo-booléen-
nes généralisées (C’est-a-dire les expressions pseudo-booléennes) sur le corps
commutatif (P, +, -).

Soit (P, 4+, -) le corps commutatif (ou un anneau commutatifa un élé-
ment neutre 1). L, est un ensemble fini contenant au moins deux élément et
LpCP.

Introduisons les relations (les projections):

’

(1) [x.-h:{

I, pour x;=«
0, pour x;#a, x;, «a &L,

pour les variables x,, ..., x,, ou 0 est un élément neutre pour I’opération
binaire ,,+ ¢, tandis que 1 est I’élément neutre pour 1’opération binaire ,,-*
(si L,={0, 1} alors [x],=x, [x], = x).

Directement de (1) résulte que pour chaque x,,..., x,, o,B&Lp valent
les propriétés suivantes:

(@) [xile [ide = [%idas

2 (i) [x;].[x])s=0 si et seulement si a8,
(lll) Z [xi]a =1,
%=Lp
(iv) > [%,Je [Xo)wy - - - [Xulaw = 1, 00 Lj est le produit
(tgs onns an)ELp"

cartésien de Pensemle Lp,
V) x;= 2 «[X]ar Xi= 2 o [X;]as
aCLp acLp

Y

ol xj=x;-x;...x; (n-fois).
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Définition 1.
1. Les constantes de ’ensemble P sont des expressions pseudo-booléennes
généralisées.

2. Lz2s variables
[xl]a’ [xz]ou ce oy [xn]rx, OCGLP

sont les expressions pseudo-booléennes généralisées.

3. Si 4 et B sont des expressions pseudo-booléennes généralisées, alors
A+ B, A-B sont aussi des expressions pseudo-booléennes généralisées.

4. Les expressions pseudo-booléennes généralisées se forment par Dappli-
cation 1., 2. et 3. dans un nombre fini de reprises.

Soit 72 un ensemble des expressions pseudo-booléennes généralisées. Di-
rectment de (1), (2) et de la définition résulte que (?, +, -) est un anneau
commutatif contenant ’élément neutre 1.

Définition 2. L’application f de I'ensemble L, en P, c’est-a-dire
3) f:L,—~>P
nous [’appelons une fonction pseudo-boolléenne généralisée.

Théoréme 1. Pour chaque fonction pseudo-booléenne généralisée [ vaut
Pégalité

(4) fx, oo, x)= > Sl ooy o) [x1],  [%5],, - - < [%al,,

(atps o ov, ) Lph

(c’est-a-dire, la fonction f peut étre représentée dans une forme canonique).
Démonstration: Soit

(5) f(xla"'9xn)5écp(x19'-°’xn)=

= z f(x1 g v ey x,,) [xl]fxl . [leuz > [x"]oc,,-

[C IO an)éLp"
Pour chaque vecteur (a,, ..., a,) de I’ensemble L,
(6) @(019"-5an):

=( Z) . nf((ll, vivw oy 0(,,) [al]al ) [aZ]az '''' [an]a”'
nys.e,0p)ELp

En base de la relation (1) résulte

1, pour (a;, ..., a)=(0t;, ..., )

M [, '[a2]"2"'[a”]°‘"=[o, POUr (dy, ... s @) F (), . . » 0y).

Donc, tous les produits
la]l, lal, - lal,,, (), .., a)ELy,
sont égaux a 0, excepte I'un, qui est égal 2 1, quand

(8) (@ one s 0) = (@, .. s a,).
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Par conséquent, en base de (6), (7) et (8) résulte que
oa,....a)=,(@a,...,a,)

pour chaque vecteur (a,, ..., a, de I’ensemble L,, ce qui est en contradiction
aves (5). Donc

O(Xys oo X) =L (X5 o oe s Xy (X5 s x)CLy.

Ainsi, nous avons démontré le théoréme,

Soit p(x,, ... , x,) un polynome de l'ordre k, c’est-a-dire
n
k;
9) px,...x)= > ckl...k,,l—[xi',
kit - - +hn<k i=1
ou les coefficients ¢, ...x, appartiennent 2 I’ensemble P, et les variables
Xy oee s Xy & L, et x}i=xx,...x,(k,—fois).

Théoréme 2. Chaque polynome (9) de I'ordre k, peut étre transformé
en une expression pseudo-booléenne généralisée.

Démonstration: Si on substitue (V) dans le polynome (9), le polynome
se transforme en

P (xl ey Xp) = Z Coy...op [xl]al [xz]az cee [X"]an’
Kyt thnsk

qui est une expression pseudo-booléenne généralisce. Ainsi, le théoréme est
démontré.

Théoréme 3. Chaque expression pseudo-bnoléenne généralisée, p (x,, ..., X
m<n peut étre transformée en ( forme canonique)
10) p(x, oo, X)= Z Coy v v+ o [xl]m1 . [xz]az. .. .[x,,]a”,
(0ys +vv s A} CLph

0l Co, .. .a, sont les constantes de I'ensemble P.

Démonstration: Soit p une expression pseudo-booléenne généralisée.
Utilisant les propriétés des expressions pseudo-booléenne généralisée, I'expres-
sion donnée peut étre transformée en (10), et ceci si p a justement la forme
(10), la démonstration prend fin; si I’expression p n’a pas la forme (10), alors
il y a au moins un produit p,, c’est-a-dire

D;=¢; [xil ]mi1 . [xiz ]aiz s [xlj ]“ij H

qui ne contienne tous les variables. Si p; ne contient les variables [x;],, «C Ly,
ont peut écrire

pi=p; 2 [da= 2 Pilxida

aCLp ac Ly
Par conséquent, chaque produit peut étre transformé de maniére & contenir une
des variables [x;)., k=1, 2,...,n, aL,.
Ainsi on a démontré le théoréme.
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Soit /2, un ensemble des expressions pseudo-booléennes généralisées en
forme canonique, c’est-a-dire

Pu={p (x5 evs XD [P Oxpseee Xn) = 20 ool Xk G E P

(&), o0 tp)ELph

L’ensemble /?, est un espace vectoriel (un espace vectoriel pseudo-booléen
généralis€) sur le corps ou modul sur I’anneau (P, +, -) avec les opérations
binaires ,, -+ et ,,- ¢, qui sont définies de la maniére suivante: si

P:(al,.,.,zan)eLpncm‘ s [XJa s [Xoky « - [l
LT NI o5 P e M A
alors
p+p . Za”)eL (@ + €y ) [k ok [k
IR RN P
wp d;f(“ zf:xn)EL "ac"‘l PN E.2) PPN Y A W
e »

Une base B dans I’espace vectoriel /p, est un ensemble des expressions

Pedey o) e o [Xdans (g5 - v > ) EL
c’est-a-dire

B={fou eon/fos-on=[%Tay - Xuduns> (2ps .., a)EL}

Le nombre des éléments dans la base B est p"
La substitution des bases.

Soit une base B'={e,, e,, ..., e} ol les éléments sont linéairement
indépendents. En base de (4), les éléments

(1) e,= > @ (s ey ) [X )y e [Xdows i=1, 2, 000, Pty
(oc,,...,ocn)eLp"

sont représentés dans la base B.
La substitution est possible si la matrice

A=]o, (o, ..., a)l, i=1,...p% (o, ..., )Ly,

est non-singuliére.
Soit f représenté dans les bases B et B’, c’est-d-dire:

(12) FOe, oy X = > Flogsenns o) [Xe, [l - - - [X0)a

(@1, .o, ap)SLph

pn
flp oo x)= > a;e;.
i=1
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De (11) et (12) résulte

Sl ooy o) [X] - o [Xnlan

(A5 v ens Gp) ELpn
pn
- i; a; (. w0 [Xday - (Xl
(@15 e e s AR)ELpH
d’out résulte
pﬂ
(13) floa, ooy o)=Y a0 (o, s o), (g, ..., «,)ELs,
i=1

c’est-a-dire un systéme d’équations avec p” inconnues ayant des coefficients du
corps commutatif (ou de I’ anneau) P.

Exemple 1. Soit (R, +, -) des nombres réels.

a) Si L,={0, 1}, (p=2), alors 7? est un ensemble des expressions pseudo-
-booléennes, tandis que /®, un ensemble des expressions pseudo-booléennes
dans une forme canonique (voir [2], [3]).

b) Si L,CR, alors /2 est un ensemble des expressions pseudo-booléennes
généralisées, tandis que /®, un ensemble des expressions pseudo-booléennes gé-
néralisées dans une forme canonique (voir [2], [3]).

1
(. p) < > - S ) - >z, Py v e an )?
(@1 .00, an)ELpN (@1, v an)ELPN

Donc, la base B est orthogonale, et pour chaque x B, || x| =1.
Soit donné le polynome réel
P(x,y)=x*y=3x+3, (x, ELS,

ou L,={0, 1,3} (+, —. - sont des opérations arithmétiques ordinaires).
En base de (V), on obtient.

Substituons les relations (14) dans le polynome P(x, y). On obtient une
expression pseudo-booléenne généralisée:

P(x, p) =[x}, V], + 9 [x]s D], + 3 D¢, } [¥) + 27 [x); [¥]s — 3 [x], = 9 [x]5 + 3.

En base du théoréme 3., on transforme I’expression pseudo-booléenne
généralisée en une forme canonique.

Donc:
P (x, y)=3[x]o [¥], + 3 [x}o [¥], + 3 [x}, [¥]s + [x], D),

+ 3 [x] ] — 6 [x]s [¥]o + 3 [x]s [¥], + 21 [x] [V

Exemple 2. Soit ({0, 1}, @, -) le corps ou les opérations binaires @

et. sont I’addition et la multiplication mod 2. La fonction f:Lj;—L,, en base
du théoréme 1., peut &tre représentée

[ ) =f©0,0xy @S0, Dxy Df(1, 0)xy DS, )xy.
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En base de (12), (13) et (11) la fonction f représentée dans les bases
B, ={1, x, y, xy}. et B,={l, x, y, xp} a les formes

Je 0 =10, 0@ [0, 0) ®S(1. 0)]x B (0, 0) SO, D]y ®
@0, 0D SO0, @S, 0)@ (1, D]xy

S =f0, 0@ L OO, 0lx DAL @S, Dy ®

@LFO, 0 DS, )DS(, 0)+f(1, D)]xy (voir [4]).

Exemple 3. Soit ({0, 1, 2, 3,}, ®, -) l'anneau ou les opérations bi-
naires (® et sont I'addition el la multiplication mod 4.

Chaque fonction f:Lﬁ—»LM (L,=1{0, 1, 2, 3}), en base du théoréme 1.,
peut étre représentée

f(x, y)= Z 2f(o'q > ) [x]cxl [y]ocz'

(21, 22)ELy

et

En base de (11), (12) et (13), la fonction f représentée dans la base

{1, [x];, [x]la [x],> [y]oa ), [V, [x]o [y]o, [x]o [y]l, [x], [y]z’ [x]; [}7]0,
xL L [0 D, [xL, Dvs [xD, 00, [0, [0}

a la forme
S =73, 3)+1f(0, 3)+3 3, N[x)+ (1, 3)+313, 3][x],
+[f2, 3)+3/3, 3xL+[/(3, 0)+37(3, 3)] ],
+LG, D+313, DD 1B, 2)+313, DL
+[£(0, 0)+3(0, 3)+31(3, 0)+1(3, 3] [x], ],
+L/0, D+3£(0, 3)+3/3, D+, I [x], [¥];
+1/0, 2)+3£(0, 3)+31(3, 2) + 13, 3 [x], [y,
+[/(, 0)+31(1, 3)+37(3, 2)+1(3, I[x], ¥,
+1, D3, 3)+313, D+/EG, 3], ),
+I/, 2) 4371, 3) +313, 2) +£(3, 3] [x]; ],
+[/(2,00+31(2, 3)+31(3, 0)+1(3, N [x], ),
+IQ2 D+3f@2,3)+373, D+, M xL DY),
+1f(2, 2)+31@2, 3)+3f3, 2)+1(3, I [xl, [yl

(Suivent les differentes partiels des fonctions pseudo-booléennes généra-
lisées).
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