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1. Einleitung

Die Strémungen in rotierenden Systemen besitzen interessante Eigen-
schaften, von denen manche urspriinglich durch die Experimente bemerkt und
danach auch theoretisch erklirt wurden. Die Bewegungsgrundgleichungen einer
rotierenden Fliissigkeit, ihre dimensionslose Form und die Analyse des Wertes
der Ekmanschen und Rossbyschen Zahl [1] geben die Bedingungen bei welchen
physikalisch berechtigt ist, die Stromungsvorginge mit der linearen oder nicht-
linearen Theorie einer zihen oder reibungsfreien rotierenden Fliissigkeit zu
beschreiben. Die Strémungen, die als Folge einer langsamen relativen Bewegung
eines Korpers in einer rotierenden Fliissigkeit entstehen, werden mit linearen
Bewegungsgleichungen [1] definiert, denn fiir kleine relative Geschwindigkeit
des Korpers die Rossby Zahl ist genug klein (viel kleiner als eins), so dal wir
nichtlineare, inertiale Glieder in diesem Fall vernachldssigen kdnnen. Wenn
dabei die Fliissigkeit als reibungsfrei betracht wird, entsteht dann die in der
Literatur [1] und [3] bekannte instationdre oder stationire geostrophische Stro-
mung. Indessen, wegen der Vernachlissigung der Zihigkeit in einzelnen Teilen
des Stromungsgebietes entstehen physikalisch unreale Vorginge wie z.B. eine
singulire Zylinderstrémungsfliche, derer Achse parallel zur Rotationsachse [3]
ist, die das langsam bewegte Ellipsoid umhiillt, oder die erhebliche Abweichung
von der Realitit in der Nihe der Oberfliche des obengennanten umstrémten
Ellipsoides.

Im ersten Fall zeigt Stewartson, daB die Zahigkeit in der Nédhe des Zy-
linders nicht vernachldssigt werden kann und da8 die Stromung in diesem
Gebiet die Eigenschaften der Grenzchichtstromungen hat. Stewartson gibt die
GroBenordnung der Dicke dieser Grenzschicht [3] (Stewartson layer).

Im zweiten Fall kann man die Zihigkeit in der Nihe der Oberfliche des
Korpers auch nicht vernachldssigen, denn die Zusammenwirkung zwischen der
Zishigkeitskriften und der inertialen Corioliskraft beschrinkt den EinfluBl der
Zihigkeit auf das enge Gebiet der Fliissigkeit in der Néhe der Korpersober-
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flache. So bildet sich eine diinne Grenzschicht (Ekman-layer) [1] aus, in der der
EinfluB der Zidhigkeitskrifte beriicksichtigt werden muB. AuBerhalb dieser diin-
nen Schicht kann der ZihigkeitseinfluB vernachldssigt werden. Die Berechnung
einer solchen Grenzschicht wird in [2] gegeben.

Djordjevié [2] hat die Grenzschichtgleichungen fiir eine beliebige, glatte
sich durch die rotierende Fliissigkeit langsam bewegte Flidche abgeleitet, und
er hat diese Gleichungen im Falle einer ruckartigen Bewegung aus der Ruhe
bei beliebigen AuBengeschwindigkeiten geldst.

Das Ziel in der vorliegenden Arbeit ist, Ergebnisse aus [2] mittels Ste-
wartsons AufBlengeschwindigkeiten [3] auf den Fall eines Ellipsoides das sich
mit geringer Relativgeschwindigkeit in der rotierenden Fliissigkeit in Richtung
der Rotationsachse bewegt, anzuwenden.

2. Geschwindigkeitsfeld

Betrachten wir das Ellipsoid, das sich in der relativen Ruhe in einer
Fliissigkeit befindet, die mit konstanter Winkelgeschwindigkeit « rotiert. Die
Fliissigkeit ist in Richtung der Rotationsachse unendlich ausgedehnt. Die Lin-
gen der Hauptachsen des Ellipsoides sind 2a, 2b und 2¢. Die Achse, die die
Linge 2c hat, ist parallel zur Rotationsachse der Fliissigkeit. Die Gleichung
des Ellipsoides im kartesischen Orthogonalkoordinatensystem Oxyz, dessen Ko-
ordinatenursprung im Mittelpunkt des Ellipsoides ist, lautet x2/a?+ y?/b%+
+2%2/c? =1, wobei wir, wegen der Bestimmtheit, voraussetzen miissen, daB a>b
{3] ist. Die x,— y,— und z-Achse werden immer lings der Hauptachsen des
Ellipsoides 2a, 2b und 2c¢ gerichtet.

Im Zeitpunkt =0 wird das Ellipsoid ruckartig in Bewegung parallel zur
Rotationsachse mit einer nach Richtung und Betrag konstanten, geringen Rela-
tivgeschwindigkeit W, gesetzt. Es wird eine stationire Umstrommung des Ellip-
soides erreicht und eingestellt. Fithren wir nun rdumliche elliptische Koordi-
naten (A, p, v) ein, werden dann rechtwingklige, krummlinige Kootdinaten und
die entsprechende Geschwindigkeitskomponenten [2]

qlzy's q, =V, q3:)\; U=v,, v=y,, w=y,.

Mit vy =+ (., v) wird der Winkel zwischen der Flichennormale im Punkt (u, v, 0)
der Ellipsoidsfliche und der Rotationsachse bezeichnet. Hierbei sind ¥, V,
und ¥, die AuBengeschwindigkeiten. In diesem Fall ist aber nach Stewartson
[3] nur eine fiir einen auf dem Ellipsoid befindlichen Beobachter AuBengesch-
windigkeitskomponente von Null verschieden. Dementsprechend werden die
bekannten Transformationsformeln der kartesischen und elliptischen Koordina-
ten [4] eingefithrt. Die AuBengeschwindigkeit wird in folgender Form

1

ZV_O[ rb? (a*+p) (@® +v)—na? (b* + ) (b*+v) ]2

(1) Vv= +
aE| mar—r(a®+p) (@*+v) +n >+ p) (b2 +v)

dargestellt, wobei m=a?—b%, n=a*—c?, r=>0>—c> und E-volles elliptisches
Integral zweiter Ordnung des Moduls k =(a?—b?)'?/a, sind. Das Zeichen ,,—
gilt fiir cosy>0 und ,, +* fiir cosy<0.



Der Widerstand eines Ellipsoides bei der Bewegung in Richtung. .. 49

Die Grenzschichtgeschwindigkeiten [2] fiir die AuBengeschwindigkeit (1)
werden

—nVeosy . —
) vu=—Vve an(v) VCOSY)’ }0<Y<_ﬁ_
d v="V, [1 —e "% cos (11 l/cos Y)]
un
—nV eosy
3) v.=V,e ) sin (v; l/—co: Y)a }£<Y<TC.
v=V,[1- e "% os (n l/ —cos Y)]

e *
Die neue Variable n=7\\/ w/v wurde eingefiihrt, wobei v die konstante kinema-
tische Zidhigkeit ist.
Die Geschwindigkeitskomponente v, wird aus der Kontinuititsgleichung
bestimmt

A
4 v=[FO, p v d2,
0
wobel
H
70, 0, v) = — 1 (Hvé_lji_l_vu ()H\,_‘_Hudvv_i_vv() u-)
H,H, ou ou ov ov

bedeudet. Die Laméschen Koeffizienten, da die Werte von A fir Punkte inner-
halb der Grenzschicht sehr klein sind, haben die Form H,=H,(w,v), H,=
=H,(y, v) und Hy,=1. Mit den Zeichen

a,=a*ldmn(a>+k), by=—b*4mr (D> +k) und c,=c*/4nr(c*+k)
erhdlt man
1
Hy (s V) =4, (@2+ D + b 02+ D + ¢ (2 + D2,

de _ ak+bk+ck
Y, 2H,

mit k, 1=p,v und k1. Die partiellen Ableitungen ?ﬁ und ZV" werden
® v
leicht aus (2) und (3) gewonnen.

AuBerhalb der Grenzschicht entsteht reine geostrophische Bewegung [3]
und die Corioliskraft [2] nimmt auf der Ellipsoidsfliche wegen der Zihigkeit
auf Null ab. Hierin liegt die Ursache tiir die Entstehung der v,-Komponente
in der Grenzschicht. Der Wert und das Zeichen der Ableitung der Geschwin-

digkeit v, auf dem Ellipsoid werden aus den Ausdriicken (2) und (3) gewonnen

oV, \/E — T

ﬁ— ;\=0———Vv -; VCOS'Y, 0<Y<—2—,
€) -

on, \/_m_ =

—()—)\—A=0-Vv g Y —cosy, 5 <Y<T.
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Hieraus ziehen wir mittels (1) den SchluB, daB diese Ableitung in jedem Punkt
der Ellipsoidesfliche groBer als Null oder Null gleich ist. Das bedeutet, daBl die
Grenzschicht auf dem Ellipsoid keine Ablosungspunkte hat, so daB wir den
Gesamtwiderstand bei einer solchen Bewegung des Ellipsoides berechnen konnen.

3. Der Widersiand bei der Bewegung des Ellipsoides

Die Komponenten des Spannungstensors in elliptischen Koordinaten kénnen
wir auf die folgende Weise ausdriicken (iiber & und 1 wird nicht summiert)

Loove, v aﬂ)’

Hk ok  H.H, 0l

*[1 0ov, 1 oy 1 0H, 0 H,
Po=n|———rt (Vk Jr"1——> ,
H, 0l H,0k H.H, ol ok

Pix=—P+27 (
(©

wobei k, 1=p, v, A 1k, Eﬂ:‘)aZx

Zihigkeit der Flissigkeit darstellt. Die Werte der Geschwindigkeitskomponenten
und iher Ableitungen auf der Ellipsoidsfliche kénnen wir aus (2), (3) und (4)
erhalten

=0 und;; die konstante dynamische

oV, on
Yk |7\:0 = =V, - :—_:f(7\7 ] V) 17\:0 = 03

ol oo oA a0
Iy = % (,—* fur cosy>0, ,,+ fiir cosy<0),
O\ [r=0 oA |reo

A

wobel k=, v, A, 1 =, v, und a()—v;: f—:—lf(k, ®, v)da, sind. Der Ausdruck
0
Oy

ist aus (5) bekannt.
oA

A=0

Nach dem FEinsetzen dieser Werte in (6) erhalten wir die Spannungen in
jedem Punkt der Ellipsoidsfliche und nach einer Projektion der Spannungskom-
ponenten auf die vertikale z-Achse erhidlt man der Gesamtwiderstand bei einer
solchen Bewegung des Ellipsoides

* 0y
7 F, = —pcosy+mn —*=
@) f(p YEn oy

sin Y) dA.
A=0

Die Ableitung O%
oA

ist mit (5) bestimmt, wihrend der Druck p aus Stewart-
[r=0
sons Theorie [3] bekannt ist.
Zwecks der Integration des Ausdruckes (7) wird die Parameterform der
Ellipsoidsgleichung eingefiihrt

x=acosesin®, y=bsingsinl, z=c-cos0, O0<op<2n, O0<O<m.
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So lautet die AuBengeschwindigkeit (1)
74 TN
® Vy=——2-180V /(o)
aE

wobei f(¢) =a?sin? ¢ +b?cos? ¢ bedeutet.
Nun kann man die Formel (7) mittels (5) und (8) und nach der Integration
des Druckes p in folgender From schreiben

T2

©) F, - wapabzw( e \/;_bf @[f(cp)]f(so)dcp)-

0
Die Funktion ®[f(p)] stellt den Wert des uneigentlichen Integrals

r
2

1 1
(10) D[f(p)]=1lm f sin30cos™ 2 0 [f(p) c?sin?6 + a? b2cos? 6] 4 d 0
e~>0 g

—g

dar, das, wegen der Eigenschaft der integrierenden Funktion. konvergiert. Das
Integral (10) ist also ein konvergentes uneigentliches Integral.

Nach dem Einsetzen neuer Integrationsvariable 0 durch cos6=¢ in (10)
erhilt man das binomische Integral

1 1 .
(10) U @I~ lim [ (A=)t 2@ +s@ ] ¢,

wobei s (¢) = a? b*—¢? f (cp) ist. Das konvergente uneigentliche binomische Inte-
gral (10) konnen wir in diesem Fall durch ein Integral von den rationalen
Funktionen ausdriicken

28 28/@¥ Ja

(107) ®[f(<9)]—1'm f {54*‘3(@) [E4—s(@)?

Die Funktion ®[f(¢)] wird mit der Losung dieses Integrals vollig bestimmt.
Fir s(p)>0 folgt

1 £ (@) Vab+{s(e)
il
" POl e 12 V- fse
V ab 1] _ (abyr
T 2] 2@

und fiir s(p)<<0

® : ff(cp)][l ab+)2abff ~s(@)+V—s(@) _
Lro1= sz|/ (cp)[ Tas@ UL @b V2ab{—s@+V—s®

KZ_W_@)] (aby
V=s@—abl 2s(p)

(12)

—2arctg

4*
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Das singulire Verhalten der Grenzschicht fiir y»% [2] stort bei der

Gesamtwiderstandsberechnung jedoch nicht, da das Integral (10) konvergiert.
Der Gesamtwiderstand der Bewegung des Ellipsoides wird mit dem Ausdruck
(9) gegeben, in dem die Funktion @[f(¢)] mit (11) bzw. (12) bestimmt ist
Falls, daB} die Fliissigkeit reibunglos ist, geht der Ausdruck (9) in die Formel
von Stewartson [3] iiber.

Obgleich das Integral im Ausdruck (9) in der abgeschlossenen Form keine
Losung hat, wurde jedoch die numerische Integration in dieser Arbeit nicht
durchgefiihrt, denn eine qualitative Analyse der Resultate, die wir dabei bekédmen,
wire gleich wie fiir des Sphéiroid (a=b, a<c), das eine exakte Losung des
Integrals erlaubt, wie das aus dem folgenden Paragraph zu sehen ist.

4. Exakte Losung fiir ein Sphiroid

Fiir ein Sphiroid (a=b, a<c) existiert die L3sung des Integrals im
Ausdruck (9) in abgeschlossener Form. Wir werden nun diese Losung, betrach-
tend die Variationen des Sphiroids, von der Scheibe bis sum Kreiszylinder,
iiber abgeplattetes Sphédroid, Sphére und sehr lidngliche Sphiroid, analysieren.

Zu diesem Zweck wird ein verdnderlicher Parameter «=— eingefiihrt, wobei
a
a-immer ein endlicher positiver Wert hat und O<a<< 5.

Fiir a=>5 ist f(p)=a? und s(p)=a*(l —a?). Dann werden die Ausdriicke
(11) und (12)

3 4 | 44 l 3
0@ =g (G e )

304—at [ 1 a2+aV§C+C2 alf/2¢ a
vl e e e ) e

wobei {=af/|[1—o?| eine neue Variable ist.
Der Gesamtwiderstand bei der Bewegung des Sphéroids wird aus dem
Ausdruck (9) gefunden und lautet

o a?

1 Tw
(13) Fw=?6mpa3Wo|:l+_;_\/ v .cq)(az)],

Die Funktion ¢ ® (4?) kann mittels des eingefithrten Parameters o -< dargestellt

a
werden. Fiihrt man die Funktion ®,(x) durch die Ausdrucke @, (x)=c P (a*)
ein, so erhdlt man

i 4o0—3a

(4 (D‘(“<1):—2(1—~cx2)+ 4(1_a2)5/4f1(oc),

o 3 —4a

2 (22 —1) i 4Y2 (2 — 154

(15) D, (x>1)= L@,
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wobei L
1, 1+ 1—0a? 1 n
=—In— _———arctg———+—,
S = 1—f1—o2 giVl—oa 2
P/ ) -1 2 a2—1
fz(oc)=—1—1n1+V214/a l-l—l/oc l—arctgl/zl/a 1
2 1—)2f=1+V =1 Vai—1—1
bedeutet.

Fiir a=1 aus (14) und (15) folgt
lim © (oc<l)—— hm D, (x> 1)_——

a—1—

Die Formel (13) geht, fiir « =1, in die bekannte Formel von Dordevic [2]

iiber. Fiir v="0 wird aus dem gefundenen Ausdruck (13) das bekannte Resultat
von Stewartson [3] erhalten.

Fir die Extremwerte von o (Sphdroid wird in die Scheibe oder in den
Zylinder deformiert) kdonnen wir aus (14) und (15) finden

hm D, (a<)=lim &, (a<1)=0.

a—>0 oL —>00

Ein solches Resultat hat folgenden physikalischen Grund: Die Zihigkeit einer
Flilssigkeit bzw. das Bestehen der Tangentialspannung p,, (5) in jedem Punkt
der Scheibeoberfliche und der Zylinderbasis beeinfluBBt den Wert des Wider-
stands nicht, denn die Projektion von p;, in der Formel (7) erscheint, wegen

v =0, nicht; da doch Y=§ in jedem Punkt des Zylindermantels ist, folgt aus

(5), daB der zweite Glied in (7) nicht existiert. Selbstverstdndich miissen diese

Ergebnisse mit einigen Vorbehalten betrachten worden, da im Bereich vy— ;—

wahrscheinlich eine Wechselwirkung der Spédroidsgrenzschicht mit Stewartsons
Scherschicht beriicksichtigt werden soll.

Aus dem Ausdruck (13) kann man der dimensionslosen Gesamtwider-
stand finden

F, 3

(16) e =1+ \/ i P, (),
TN oa
?(Dpa W

wobei die Funktion &, (o) mit (14) und (15) bestimmt ist. Wenn der Winkel
mit 3 bezeichnet wird, der die Kurventangente (16) im Koordinatensystem

(oc, F, »13—6 wp @’ Wo) mit der a-Achse bildet, dann erhélt man aus (16)
T
Jaco =
B/a—0 5

lim —d~(I) (x<1)=0, woraus folgt B/y—e=0

o —>00
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lim jl/(I) (< )= lim fz—tbl (oc<1):§—.
do 9

oc—>l—-d o — b+

Wenn man voraussetzt, dal} v/m a?=0,01 ist, w1rd B/, —arctg 0, 1333 =7,595°,

Die Tabelle der numerischen Werte (— S :0,01>

wda
o | 0,1 \ 0,2 [ 05| 08 ] 09 | 095 0,98\ 1| 1,002
®, () 0,363| 0,593 | 1,070} 1,411 1,505 | 1,554 | 1,582 1,600 1, 601
A O
16 1,054 1,089 | 1,160 1,211 1,226 1,233 | 1,237 1,24 1,2402
—wpa’ W,
o \1,0051 1,01 | 1,1 1 1,2 \ 1,4 ‘ 1,5 | 1,8 2 3
@, (x) 1,604 | 1,608 | 1,686 | 1,768 | 1,922 | 0,261 0,111 | 0,072} 0,016
B I 7
16 1,2406| 1,241 | 1,252, 1,265| 1,288 1,039} 1,016 | 1,010 | 1,002
—owpa* W, )
T e e e i
SRERS: H *‘:{ B H ; t ::% it
AN i H i
_::— P ] T THH
:i [T i 2 14 _"’ :::
e I e8! H
1 - ] I -
g et ; i
ivi FHH f HH 1 HH
HHHH h L I -‘1} 1 Stasy) i HER: H EE
i : e L e I i i
i ot L T e i i ! th o T
H (:E :‘Jié i 2
st Shindiininiatdin Sttt ! 1 i % 3, s bR A i il ’J“ 33;” T

Abb. Die Abhanglgkelt des d1mens1onslosen Gesamtw1derstandes von Parameter «
nach der Gleichung (16).
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Der Widerstand wichst im Gebiet 0<Ca<C1 (verschiedene abgeplattete Sphé-
roide). Fiir die Kugel («=1) ist F, 1?60)9 a®* W, = 1,24 (gleichwertig in [2]). Der

p
Gesamtwiderstand wichst immer weiter bis aa 1,4. Fiir «> 1,4 wird der Wider-
stand schnell vermindert und darauf strebt asymptotisch nach der Eims. Die
Analyse derart gewonner Ergebnisse wurde in dieser Arbeit etwas vorher gegeben.
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