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EINIGE ABBILDUNGEN VOM B-TYPUS (der Fixpunkt)
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Einleitung

Wir werden in dieser Abhandlung, unter anderen, an metrischen Rdumen
zeigen dic allgemeine Behauptung beziiglich allen bekannten Resultaten iiber
fixen Punkten bei der Abbildung. Die Idee ist, von Banachschen Satze [1]
ausgehend. Derselbe lautet:

Es sei (X, p) ein kompleter metrischer Raum und die Abbildung 7: X— X
begniigt die Bedingung

(B) o[Tx, Tyl<aplx, y], &[0, 1); x, yEX.

Sodann existiert im Raume X ein einziger fixer Punkt &, so dass TE=E.

Aus dieser Behauptung folgen effektiv zwei Tatsachen, die sich nicht
direkt beweisen u. zw. dass man & als Grenzwert einer ganz bestimmter Folge
erhilt, decsen Konvergenzgeschwindigkeit abschitzen moglich ist. Deshalb ist es
gebréuchlich unter Banachabbildungen (d. h. Typus B) solche Abbildungen zu ver-
stehen die alle drei karakteristische Eigenschaften des vorherigen Banachsatz [1]
besitzen:

|. Die Abbildung T:X*—> X (k& N) besitzt einen einzigen Fixpunkt £C X,
def «
im Sinne dass F()=T(, ..., E)=¢ ist,
2. Der Fixpunkt & ist der Grenzwert der Folge, unabhdngig vom Anfangspunkt.

3. Es ermdiglicht die Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit.

Auch hier wird man streben, dass die Sitze vom diesen Typus sind, nur
werden sic den vorherigen, wie such andere bekannte, sogar auch ein Satz von
Kannan [5] erweitern, obgleich ihre entsprechende Bedingungen unvergleichlich
sind. Kannan [6] ndhmlich zeigte folgende Behauptung:

Satz K. Wenn man in kompleten metrischen Raume X den Abstand mit p
bezeichnet und wenn die Abbildung T: X—> X die Bedingung

(K) o [Tx, Y= a{p[x, Tx]+ely, T¥1}, «€[0, 1/2)
befriedigt, wo x, yX, dann besitzt T einen einheitlichen Fixpunkt %C X.
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Fithren wir jetzt den Begriff der Ji-(generalisierter) Kontraktion im met-
rischen Raume (X, p) ein.

Definition. Die Abbildung f:R"-> R (nEN) nennt man semihomogen,
wenn

FAxy, oo s AX)SAf(X,, ... . x,), A20; ist.

Definition. Die Abbildung T:X*—> X (k& N) nennt man fi-Kotraktion,
wenn _fiir reelle Zahl «,, q; (i=1,...5 j=1,2,..., k) existieren monoton zureh-
mende semihomogene Abbildung f: R® — R und stetige in der Punkt x — 1 der Abbil-

dung g (x) =f(a, x, ... agx9)

(0 x,Sylg\zk f(al, saay O él q,.) =A&(0,1)
() eIl (s o)y Tty oo s w NISS (o p [y, Tlays ..y w)],
oy o [Upyys T(Uys ooy 4y, )]s asp (T (uys ons ), Tuy, ...y u, D],
Pl T )l el T, 0) 3 gpu, )
ISt, Wo U, Uy, ..., U, CX.

Geben wir noch einen Satz von solchen Typus an.

Satz [14]. Wenn die Abbildung T,: X* — X (k& N) Fy-Kontraktion im kom-
pleten metrischen Raum (X, p) ist, so ist sie vom Typus B,

Bemerkung: Speziell wird die F-Kontraktivitit der Folgenabb idung
definiert in [14], [12] mit der Relation

p[Tnx’ Tn+1y]§ap[uk’ Tnx]+ﬁp[uk+1’Tn+1y]+
k
*Y{P [uk’ Tn+1y]+p[uk+l Tnx]}+._§;qip[ui’ u1+1]
WO
X=y, oo s ty)y Y=(y ..., Uy, ), a+B+2y+Xgq,=2]0, 1),
(OL, B’ Y> qizo)'

Satz 1. Die Abbildung T:X*— X (kCN) sei eine f,-(generalisierte) Kon-
traktion im kompleten metrischen Raum (X, ). Dann

() die Menge der Fixpunkte

def’
IX, T)={xcX|T(x, ..., x)=x}
nichtleer ist.

(II) Dieser Fixpunkt E&1 ist der Grenzwert der Folge
2) Xnik =T (X, ooy Xnrk—1), (MEN)

__ def
unabhdngig vom Anfangsglied x;=(x;, ..., X, . ,)EX*
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(I11) Die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge {x,,,} zu dem Punkte Ec T schitzt
man mittels der Ungleichung

0%,k El1= L— {_"M_J} 020, 1), (n=1,2,...);

1—0 i=1,2,...,k o
ab.
(V) Wenn die Abbildung T:X*-—~ X (k&N) f,-Kontraktion und
def
Sup f(oa Oa a37 gi! ﬁ) q1>:)\0<1
x, yeX 2 2

oder def

f=F=10, ..., 0,19 f@)+---+f@)<l,
dann £E1 ein einziger Fixpunkt der Menge I(X, T), ist.

Beweis. Den Baweis fithren wir, indem wir, bevor einige Lemmas be-
weisen, welche generalisierte Resultate von S. Presi¢ [9] sind.

Lemma. Die Abbildung f:R*+2-> R (k& N) sei monoton aufsteigend,
def

semihomogen und Abbildung g (x)=f(a,, a,x, ..., Gy x**1) stetig in der Punkt
x=1. Es sei {x,} eine Folge nichtnegativer Zahlen die Bedingungen

(2) f(a()’ sive s ak+1)€(091)

und
xn+k§f(aoxn’ v s Qp Xy gy Qg gy M)

(n=1,2,...; k eine fixierte natiirliche Zahl) erfiillen und wo a,, ..., a, ,, M re-
elle Konstanten. Dann bestehen Zahlen &R, und 0&(0, 1), so dass

3) X< Fe (n=1,2,...).
Beweis. Wenn sei (sieche [12], propos. 1, p 164.)
Xpk Sf @y Xy ooy @ Xpyps Gy M)
Xoowzflay, Xy oo s . Xy is @ M), nEN
AZeRx,= 7L X, (nEN)
und da die Abbildung f semi homogen ist, so existiert [12] ein 6< (0, 1) so dass

0= f(a,, a,9, ..., q 0% a,  0k+1)

dann ist

das ist
0"tk =f(ay 0", a, 0nL, ..., a 0" a M)

ist; und wenn man

0! o«

setzt; so folgt mittels vollstindiger Induktion die Behauptung (3) und &hnlich
auch (2) des Lemmas, wenn man die Abbildung g:R— R ins Auge fasst, wel-
ches mit

x X
_# - max {-J‘, e l}

def
g =f(a, ..., g x5 ap X
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definiert ist, die monoton abnehmend oder aufsteigend ist unter vorherigen Be-
dingungen, so dass ein 6 (0, 1) existiert mit der Eigenschaft g(0)< 1, woraus
folgt die Behauptung (3) des Lemmas.

Beweis des Satzes. Fiir die Folge (2) ist
P[xm-k’ xn+k+1]=p[T(xm MR § erk—l)’ T(xn+1’ 4409 xn+k)]§

Sf(oy o [Xnikors Xnsils % P [Xnik> Xnisards %30 [X, 45 S &
o, o %
H 4P[xn+k~1: xn+k+1]’ _50’ Z qip[anri—l’ xn+i])
2 2 5
und diese Ungleichung hat die Ungleichung
P[xn+k’ xn+k+1]§f(°‘1 P[xn+k—1’ Xpsil % P[xn+k’ xn+k+1]’
k
%3P [Xnsks Xpinsrh %@ [Xnineys Xpiids O, 'ZI Qe [Xneiois Xu4i])
im

4) oder

e[ Xniis Xnirer]= Sy, p (Xark1s Xneads %0 1Xyess Xoskt 1)

k
%3P [Xnsier Xpprsrds %0 [Xyiks Xpiisth 0, 'Zl 9 [Xnriog> X1i])
i=

zu Folge.
Wenn mann jetzt das vorige Lemma auf die Folge

def
{xn} = (P [xn+k’ xri+k+1])

anwendet, so erhdlt man aus (4) dass die Folge (2) eine Cauchyfolge ist, so
dass im kompleten metrischen Raum (X, p) der Punkt &= lim X,, . existiert

Beweisen wir dass £ auch ein fixer Punkt dieser Abbildung ist. Die Abbildung
T aber, ist eine f-Kontraktion und es ist

(5 816 T v v » Bl p B naa] 2 0B, xt ]+
+ e +p[xl,f;1:, xﬁ+k]
wo .
-x;x{-k=T(xn+i, Xntit1s o> Xppk_1s B s £)

fir n=1,2,3,...; i=0,1,2,..., k. Speziell,

0 k
Xnk =T (Xps Xpy 15 oo s Xpipe ) =Xpin> Xnsx =TE, ..., £)

woraus folgt fiir
A =Aj=pxtie, xi¥k] (=0,1,..., k—1)

Ajéf(“l P[E) x{l-Fk]s oc2 P[E’ x{ti}cL 0(3 P [x{l-}-k; xitii(],

« ; ) k
_;—P[E: x}n_:—lk]’ “59[&? xiH—k]’ 'Zl qip[xnﬂ'—l’ xn+i])
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und wenn n—oo so folgt in (5)

Emlimx, =T ..., ) F(0).

n—»co

Dass & ein einziger Fixpunkt ist, folgt unmittelbar aus der Ungleichung

o5, E¥] =%, a*lf(ol, 0,0 2, %, ql),
und

olE, E¥|=p [T, ..., E), TE* ..., E%]
<e[TGE ..., 8, TG, ..., 5 E9]+
+o[TE ..., E 8%, TE ..., 8 E5 E9]+ - -
+o[TE, E%, ..., E%). TE* ..., E9]
<o l8 E¥1(f@)+ - - - +1(@)).

Die Behauptung unter (III) ist eine unmittelbare Folge des Lemmas, sobald man
es an die Folge (p[x,,s, X,.1+,]) anwendet, und an die Ungleichung (fiir
s, n&N)

p[xn+k’ ‘xn+k+s]§p[xn+k’ xn+k+1] toe +P[xn+k+s—1’ xn+k+s]'

Satz 2. Es sei (X, p) ein kompleter metrischer Raum und fiir die Abbildung
T:X—X existiert eine nichtnegative Zahl k, so dass T*=T(T*"') f,-Kontraktion
und A<l ist, dann .

(I) Existiert ein einziger Fixpunkt £C X
(II) Dieser Fixpunkt & is der Grenzwert der Folge

_ Xpo Xy =TIxy, ..., x,=Tx,_=T"x,, ...
und damit

(1) p X El=X 0 [x, Tx],
wo
olx, Txl=max{A='p[T"x, T"**x]:r=0,1, ..., k—1} ist.

Beweis. Die Behauptungen (I) u (II) sind unmittelbare Folgen des Satzes 1.
Beweisen wir nur (III). Es sei n eine positive Zahl.

Wenn T* eine f-Kontraktion ist, und n=mk +r,

m:[l;—],o =r<k; es folgt die Behauptung (1II) weil

o[T"x, El=p [T T" x, E]sN"p[T"x, TF T" x]
< (MUKynksr=r o [T* x, Th+" ]
< (Wkynk+r—k o [Trx | Ttk x] =
= Wk A1 o[ Trx, T+ x]
Ist. Sodann folgt die Relation.
e[T"x, s W . max (A1 [T7x, Tt x]:r=0, 1,2, ... ,k—1}.
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Satz 3. Es sei x,=X und

def
(%:(%(XO’ r):{XEX:P[xo’ x]§r}

wo (X, p) ein kompleter metrischer Raum ist, so dass die Abbildung T: - X
f-Kontraktion und \,<1 ist, und

(%) plxg, Txl=(1—2)r;

dann
(I ) Existiert ein einziger Fixpunkt L€ 93 der Abbildung T.

(IL) Fixpunkt & ist der Grenzwert der Folge

Xos» Xy =Txgy ooy X, =Tx, |, ...

und

(ITI) p[x,, E]l=n"r,
wo A= Sup fo, %y, a5, 4, %5, q,) st

xyeX

Beweis. Fiir A<1, aus (6) folgt x, €. Durch Induktion ersicht man

dass diese Folge aus 93 ist. Es sei x,, x,, ..., X,€.%. Aus der Relation
e [x,, x,,+p]§—7\—pl[f—’-fi] fir n=0,1,2,..., p=m+1, Iist
1
e [Xo» xm+1]§1__;\ e [xo» Tx]

und aus (6)

e [Xos Xpyil=r
das it x,,, &P und {T"x,:ncEN}= 3. Der zweite Teil des Beweises (Cauch

folge, einziger Fixpunkt) ist eine unmittelbare Kopie des vorangehenden Bewei-
ses fiir den Satz 1, wenn k=1 ist.

Folgen des Satzes. Folgcn 1, 2. Durch Spezifikation erhilt man aus
unserem Satz zwei unvergleichbare Resultate (zitiert am Anfang) von BANACH [1]
und KANNAN [5]. Erstens, durch Spezifizierung der Dimension k=1 und des
Parameters ¢;, «;, B, v und dann durch die Annahme dass die Abbildung f=x ist.

Anderseits ist unser Resultat eine Veraligemeinerung der erwdhnten zwei
Resultate. Ein Beispiel fiir dieses geben wir spiiter.

Folge 3 [13]. Es sei (X, ) ein kompleter metrischer Raum; die Abbildung
T:X— X besitzt die Eigenschaft

(R) o [Tx, T¥lsap[x, T(X)]+Be [y, T¥]+velx, ¥l
wo x, yEX, x#y und «, B, v nichtnegative Funktionen, definiert in (0, o0)

mit der Eigenschaft
sip {a @) +B ) +y@}EI0, D).

Sodann besitzt die Abbildung T einen einzigen Fixpunkt.

Aut ein dhnliches Resultat von D. W. Boybp-I. S. W. WoNG [2] kann sich
die cbige Folge sceben beziehen, sowie auch auf einige Resultate von M. EDELSTEIN
[4] und E. RakorcH [11], B. KuUrera [7], [8], HARDY-ROGERS [15].
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Folge 4. (S. Predic, [9] p.p. 75—78). E; sei (X, p) ein vollstindinger
metrischer Raum, und 7:X*— X (k& N) befriedigt die Bedingung

k
P[T(ulr GRS uk)’ T(uZ’ S8 uk+1)]§ _Zlqip[ui’ ui+1]
=

wy, ty, oo, X, 2g,<1, ¢,20)
Sodann konvergiert jede Folge welche die Relation
Xprk =T (Xps oo s Xpyrey)s (1=1,2,..;

erfiille, und lim(x,) ist dic einzige Losung der Gleichung x=T(x, ..., x).

Folge 5 [3] Wenn man die Bedingung (R) der vorangehender Folge mit
der Bedingung von Lj. Cirié

©) plTx, Tyl=aplx, Tx]+boly, Tyl+c{plx, T¥}+ely, Tx]} +qp[x, ¥}

Sup {a(x, ) +b(x, p)+2c(x, P +4q(x, y)}=r<1,
x. yeX

vertauscht, so enthdlt die Abbildung 7: X —X alle drei Eigenschaften der Ba-
nachsche Abbildungen.

Bemerkung 1. Erwdhnen wir jetzt ein Beisp'el dass Erweiterungen unserer
Resultaten bestétigt, wenn es nicht moglich ist die bekannte Resultate anwen-
den, und welche auf folgende Weise sich geometrisch interpretieren lassen:

x a q
\ ) y
y N B
Tx Ty Tx Ty Tx Ty
B (K,R) ¢

2. Beispiel. Es sei X=[0, 10JCR! und die Abbildung T:X X sei
gegeben mit

Tx=0,0=x<1; Tx:%-(i) x, 1<x=<10.

Dann sind die Bedingungen von BaNach [1], KANNAN [5], S. REeicH [13],
LJ. CrI€ [3], nicht erfillt, weil schon

(B) Fiir die Punkte x:%, y=1

10
pITx, Ty = >ae . ”:ia? 2 [0, 1);
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(K) Fiir die Punkte x=—i—(l), y=1 die Bedingung von Kannan
0 1 -
oITeTyl- (1> 0+ ) —afolx Tel 4oLy T}, a€0,12)

(R) Fiir die Punkte x=%), y=

10 10 1
plTx, Ty]= 1, 11 B‘ Yﬁzap[x,Tx]—k

+Be [y, Tyl+velx, y), (2+B+yE[0, 1]

() Fir die Punkte x=~i—%, y=1 die Bedingung von Ciri¢

10 1 10 10 1
pTx, Ty]=—>a—+b—+gq 1’ +c 0 19 +f1—0]:
11 11 11 11 11 11}

=ap[x, Tyl+boly, Ty]+qelx, yl+clelx, Tyl +ely, Tx]}
(a+b+2c+qe[0, 1)),

wihrend unsere Bedingung der verallgemeinerten f,-Kontraktion (k= 1) erfiillt
ist, schon fiir die Abbildung f:R6-—> R gegeben mit

2
P[Tx, Ty]g (alp[Tx’ Ty]+a29[x3 Tx]+a39[y’ Ty]) _*_ﬁp[x, Ty]“i‘
o, o [Tx, Tyl + oy [x, Tx]+ o5 0 [y, T¥]—ogp [x, ¥ 2

%g
4+ =2 , ITx
5 ely ]

. 10
welche monoton zunehmend und auch homogen ist. Wenn man setzt x=—-—

y=1, unsere Bedingung ist erfiillt schon fiir o, =o,=1, 0;=0, a,=—3, a5=
=0 = 0.
3. Es schliesst man eingentlich, das man die Abstandsgliederungen p [Tx, Ty]

mit verschiedenen Funktionen, was von der Spezifikation der Abbildung, f: R®—
— R abhidngt, abschitzen kann.

Beispiel 1. Die Kontraktionbedingung aus dem Satz 1 kann man spezi-
fizieren auch mit

e [Tx, Ty]<mAX(°<19[uk, Tx], oyplug,y, Tyl = P[uk+1’Tx] '"P[uk’ Ty],

, oo [T%, Ty, gy 0y, w), - .. » 4o [ue uk+1]),

WO X=(U, oo, )y Y=y, ..., Upy;) iSt.
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Beispiel 2. Fiihren wir ein Beispiel der vorangehenden Bemerkung an. Die

Abbildung f: R~ R, gegeben mit f =Zax+b
Y cx+d
schaften des Theorems, und die Abschitzung kann man mit

, besitzt alle notwendigen Eigen-

alp[‘x’Tx]+b1+ a,poly, Ty] + b, + a,p[x, yl+a,
celx, Tx]+d, c,lp, [y, Tyl +d, c; e [x, y]+d;

(Z 4+b

i C,-*l-di

o[Tx, Tyl =

171 =

<1; aidi—b.c.zo),

darstellen.

Die Bedingung (f;) der f,-generalisierten Kontraktion gilt und bezieht sich
fiir f:R6—> R. Wenn man nimlich (f;) und (1) mit der Bedingung T:X*—X
vertauscht und fir f: R*>—>R(kEN)
(f*k) p[T(ula auk)a T(u29--' 9uk+1)]§

sfleelug, T(uy, oo s u)] e[ty T(tyy oo s )]s 00T Uy, -5 uy),
o o
Ty, oo s Uyl —2‘19[uk, T(uys oo s U] ?Sp[ukﬂ, T, ... u)l

sqielu, wl, geluys wsl, ooy grep [, U 1))

Uy oo U EXG Supk{f(oc,, - A A J T (VS )5

X, yeX

woO

ist, dann gilt eine dhnliche Behauptung und zwar unter dieser Bedingung. Wir
konnen niamlich den folgenden Satz formulieren:

Wenn die Abbildung T:X*—>X (k& N) die Bedingung (f,.*) der f,*-Kontrak-

tion im kompleten metrischem Raume (X, o) befriedigt, so gelten fiir die Abbil-
def

dung F(x)=T(x, ..., x) die Behauptungen (1), (II), (IIT), (IV) des Satzes 1.
Der Beweis dieser Behauptung fithrt man auf dieselbe Weise durch, wie
auch die Behauptung 1.

Bemerkung. Der Satz 1 gilt auch im Falle, wenn die Bedingung
(fx) oder (fi*) die Abbildungsfolge T,,: X kX (k& N) befriedigt, wenn man nur
anstatt der Folge (2) die Folge xuix =T,(xn, ..., X,,,_,), nCN, betrachtet.
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