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DEUX THEOREMES MERCERIENS ASYMPTOTIQUES
POUR DES SUITES A COMPORTEMENT LENT

S. Aljancié
(Communiqué le 21 Novembre 1974)

1. Introduction et résultats

On dit avec J. Karamata ([1], [2]) que la suite & termes positifs (L,)
est & comportement lent siV

(1.1

ﬂel (n— )

n
pour tout ¢>0. Nous désignerons par _% la classe de suites a comporte-
ment lent. (Voir aussi R. Bojanic et E. Seneta [7].)

On dit qu’une matrice (a,) (ou la transformation correspondante) est
_F-permanente si elle transforme toute suite (L,)E_% en une suite

telle que
Ly~AL, (n— ).

Récemment, M. Vuilleumier [3] a donné des conditions nécessaires et suffisantes
pour la _%-permanence d’une matrice:

Théoréeme A. La matrice (an) est _F-permanente si et seulement si il
existe un n>0 tel que, lorsque n— oo,

1° > | @y | v = O (n7),

v=n

2° i | @y | v"1= 0 (n™™),
1

V=

3° S Gy —> A.
=1

v=

D [x) désigne le plus grand entier <Cx.
2 Clest-a-dire: L, /L, A(n—>ow).



6 S. Aljangié
Dans la suite nous avons besoin de quelques cas particuliers du théoréme A
que nous allons formuler dans le coroilaire suivant.

Corollaire. Soit Re(a)> —1 et supposons que
S, L

n

(n— ),

ot L, est une suite a comportement lent. Alors, lorsque n— oo,

Z (oc+n-—v) Sv%(a+n+1>Lns

va=( n—vyv n
nofo v o-t+n+1
b) L,
®) g( ) ( n )"
AW | 1 fat+n+l
O ST
~0 1+ a+1 n

Les moyennes de Cesaro d’ordre k(=1,2,...) de la suite (s,) sont
définies par

Stk) (n—}—l%) (n:O’ 1’-~')5
ou
Ss,k)=S(()k—1)+S§k_l)+ +S£;k 1) (S(O) . )
Posons
(1.2) 1P 5 ae®

oll A est un paramétre complexe en général.
Etant donné que (voir, par exemple, [6], Ch. III, (1.13))

(k) i n—l—k—v—l)
= Sy,
Z( k—1 Y
on a

e _ B
(1.3) t, " =s5,+ (n+k>

d’oli, en vertu du corollaire (a) (avec a=k — 1) résultc que

% ( —I—I—n—v)s\”

(1.4) s,>=L, (n— )
entraine
(1.5) 1$ V(140 L,  (n—>oo)

pour wut Az~ —1. Linversion de cette affirmation est un théoreme de type
mercerien, a savoir
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Théoréme 1. Supposons X tel que toutes les racines o;(j=1,2,...,k)
de Iéquation en «,

k—1-a
1.6 +A=0,
(1.6) ()
satisfont a
(1.7) Re (a)> — 1.

Alors de (1.5) avec A+ — 1 résulte (1.4).
Remarque 1. Soit A=p+iv. La condition (1.7) est satisfaite dans le

. . 2 .
cas: 1° k=1 si p+1>0; 2° k=2 si p,+1>;v2. En effet, dans le premier
cas la seule racine de I’équation (1.6) est égale & A. Dans le second cas on a

I:EVI—S)\_Iiu_H-L

= ) 2

ou
l/»ijr A =u+i.
Etant donné que
wr—v?=1-8p, 2ur=—8v.
on obtient
w+Bp—1)ur=16v2=0
et, par conséquent,
202 =1-8p+ /(8 u—1)2+642

u
> —1, est

1l en résulte l'affirmation, car la condition (1.7), & savoir

équivalente a #2>9.
Des résultats pareils ont lieu pour les moyennes arithmétiques iterées ou
celles de Holder d’ordre k de la suite (s,), définies par

RED =D e
pi = 110 LB s 2 Y

=1,2,...:n=0,1,...; B9 =5).
P 1, 2, n 5,)

Posons
(1.8) %N s A%,

Alors, en appliquant k fois le corollaire (a) ou (b) avec a=0 (qui coincident
dans ce cas), on voit immédiatement que (1.4) entraine

(1.9) P+ 0L, (> )
pour tout Az — 1. L’implication inverse est traité dans le

Théoréme 2. Supposons \ tel que toutes les racines o«; (j=1,2, ..., k)
de I'équation en a,

(1.10) (—)f+1=0,
satisfont a (1.7). Alors (1.9) avec A~ — 1 implique (1.4).
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Remarque 2. Pour k=1 les théorémes 1 et 2 coincident. Pour k=2

la condition du théoréme 2 est satisfaite si g+ 1>Z v2. En effet, les racines de
I’équation (1.10) sont alors

ap= 2V —r= LU+
de sorte que

2

Ww—vi=—p, 2uv=—

Donc,
4ut+4put—v2=0
et, par conséquent,
21— —p+ V22
Il en résulte Paffirmation, car la condition (1.7), a savoir +wu>—1, est
équivalente a u?<1.

Si Ion désigne par A(C,) et A (H,) les ensembles des A-valeurs admissibles
dans les théorémes 1 et 2 respectivement, on constate donc que A (H,) est un
vrai sous-ensemble de A(C,): au point de vue des théorémes merceriens le
procédé C, est plus efficace que le procédé H,.

Remarque 3. Pour obtenir une idée sur Pensemble A(H,) dans le
cas général, il est commode d’utiliser le fait que le complément de A (H)) est

Iimage d’un certain ensemble du plan z par I’application f (z)=—(—2)~
En effet, si 'on pose

Ay={z:f(2)=2} et B={z:Re(z)>—1}
on a, par définition,

AeAH) & A4,CB.
Par conséquent,

MEA(H) & il existe un z& 4, tel que zEB
ou bien,

ACCA(HY & il existe un z& CB tel que f,(z) =2,

ce qui veut dire que
CA(H) = f, (CB.
Or,

CBz{z:re"("Jf‘P’ iy >vfl—, ~ T <p<—:m~}
cos @ 2 2

) La fonction f; étant une application de C sur C, on en peut impliquer A (Hy) C fi (B),
Mais cela ne nous permet pas auqune conclusion sur I’ensemble A (Hy), car 1’égalité est ici
exclue sauf lorsque k=1, le seul cas ou f; est une application biunivoque. En effet,
lorsque k>>2, Pensemble B contient au moins un angle d’ouverture 2x/k, dont le sommet est
a Porigine, de sorte que, d’une part, f; (B) contient tout le plan C. D’autre part, I’ensemble
A(Hp) ne contient pas le point A=—1 (par exemple), car dans ce cas I’équation fi (2) =2
admet z=-—1 comme racine. On pourralt se passer de cet inconvéniant en introduisant au
liew du plan A la surface riemannienne A* & k feuilles, qui correspond a la fonction f;.
Alors, f; sera vne application biunivoque du plan z sur A*.
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de sorte que pour k>2

1
CAH)=Ih=peE+td - - ._< k —-
CAH) [ e P cos"n];/k 2 b< 2}
1
={h=pemt¥ :p> —, —n< <y,
[ ° e cosk /k v ]

En effet, la fonction 1 ~cos* -i— étant paire et croissante dans I'intervalle (0, km/2),

Cest seulement sa restriction a [lintervalle —m<{¢<w? qui compte dans
'inégalité p>1 /cosk -q]:— Par conséquent,
A (Hk) — [;\: ) elm+d) - P<—1‘7’ —TC<4J < 7-;}

cos* §/k

(Voir figure pour A(HY), k=1,2,3,4)
Etant donné que pour tout —m<{ <= la suite de fonctions

LI 1 lorsque k— o0,

cosk $lk
on en conclut que A(H,)DA(Hy,,), que A(H,) contient le circle-unité
AHL)={r=pe TtV o<1, $#0}

1) Sauf dans le cas k=2 ol l'on a —w<d<m.
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pour tout k et que, & la limite (k—o0) il vient de se confondre avec lui. Il
aurait quelque intérét de repondre a la question s’il existe un procédé particulier
tel que le théoréme mercerien correspondant admet A (H,) comme son domain
de validité.

Le cas particulier k=1 du théoréme 1 fut démontré par S. Zimering [4].
Dans une note antérieure [5], nous avons traité des questions analogues pour
les fonctions, a savoir le comportement asymptotique des transformations
intégrales de Cesaro et de Holder d’ordre k. Le cas des transformations
analogues pour les suites, que nous traitons ici, présente un intérét car le cas
discret posséde ses propres caractéristiques.

Enfin, nous citons quelques propriétés des suites & comportement lent
dont nous aurons besoin.

(i) Le passage a la limite (1.1) a lieu uniformément par rapport a t&[a, b]
pour tout 0<<a<<bh< oo.

(1) Si s,2=L,(n— ), alors s, est de méme une suite & comportement lent.
(iif) Quelque soit 6>0 et pour tout L& _%, on a

n°L,—o0 et n7°L,— 0 (n— o).

2. Démonstrations

Corollaire (a). Avant d’appliquer le théoréme A aux sommes figurant
dans le corollaire, nous remarquons que

2.1) i(a+v):<o¢+n+l)

v=0 v n
et
x+n n*
2.2 o Cak 1, =2, ...
(2.2) (n) F(oH—l)(n—>°<> * )

(voir, par exemple, [6], Ch. III, (1.11) et (1.15) respectivement).

Le fait que les sommes dans le corollaire, contrairement a celles dans
le théoréme A, commencent par Iindice v=0, ne peut provoquer aucun
inconvénient car, d’aprés (2.2), le premier terme dans les sommes (a) et (b)

1 . logn . " Loy
est O(——) et celui dans (c) est O(L), de sorte qu’il peut étre négligé par
n n
rapport a L (en vertu de la propriété (iii) des suites & comportement lent).
Nous remarquons aussi que c’est seulement en apparence que la formulation
du corollaire est plus générale que celle du théoréme A. En effet, d’aprés la
propriété (ii) des suites & comportement lent, hypothése s,2<L, est équivalente

Y

* N * . . *
as,=L,, ou L, est aussi une suite i comportement lent telle que L,=>~L,.
Dans le premier cas, on a

(oc+n—v)
n—v
a”"=?—+7:ﬁ)_ (l<v<net a,,=0 (v>n).

n
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L’hypothése 3° avec A=1 est satisfaite en vertu de (2.1) et de la remarque
déja faite. Quant & 'hypothése 2°, elle est bien satisfaite, car, en vertu de (2.2),
n y\—? 1 n—1
a, | — —_
v§1| t(n) (“+n+1) vgo

il

=0(l)n§ (l)Re(a) (1 _—V—)-Yl—l‘

v=0\ 7 n n

et on n’a que de remarquer que

n—1 v Re (o) v ~n1
2(4) (1-;) 2 [re@  (1—prdi< oo
v=0\"M n n

pour tout Re(x)>—1 et tout 0<n<l.
Corollaire (b). On a

)
a,,\,:~a—+—:;—+1§ (I<v<n) et a,=0 (v>n)
"
et, comme dans le cas précédent, c’est seulement I'hypothése 2° qu’il faut vérifier.
Or, en vertu de (2.2), on a pour tout O0<vn<<Re(a)+1

§1a ]V_nN|F(OL—|-2)I poo yRe@-m a1
ST pRe@+t ST @+ 1)| Re(w)—yq+1

Corollaire (c). Etant donné que

n-n

n n+t1
sl S ()Y )
(“+n+1)wo v povr1 0t @
n

a1 a+v n 1
[E— S — s, =
xtn+l \Zo( v )(uzvcxﬂwrl)

1 n o1 oc+p.+l)Alu “ (oc—l—v
(a+n+1)u§_:0a+“+1( W <<x+p.+l)\§0 N )sv:
n o
1 " + 1 ¢t
e S e A
(oc+n+l) o\ W (oc+u+ )v=o v
n (]

et il n’y a que d’appliquer deux fois le corollaire (b).
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Théoréme 1. En multipliant (1.2) par (“_'_n) et en sommant par
n

rapport 4 n de 0 & n, on obtient
2.13) S (OH—V) (o n _ - (oc-{-v) S (CH_V)cf,k).
v=0 v v=0 v=0 v

Une sommation par parties donne

"z (oc-kv)c(k): i (oc—i—v) S‘(,’i_:
v=0 v Y v=0 v V+k)

(s
(oc+n+l)
n+1 *k+1)

v) (oc+v+ 1)
¢ +§ ) v+l k+1)

( +
_<n+k—l—1) <o (v+k <v+k+1) v
k

k k
=<a+n+1)n+lcg€+1): 1 i((a+v)(v+k+1)—(OC+V+1>(V+1))C£I(+1)
n+l1 k+1 k+1,% v v+1

de sorte que
% (ot+V)c£k):(oc+n+l)n+1 £k+1)+k—0€ n <d+v>cﬁk+l).
v n+1 k+1 k+1,%

En appliquant cette formule avec k=0, 1, ..., on obtient successivement

(oc+v)c("o):(oc+n+1)n+‘1c(1)+(—02 i (oH—v)csl):
v=0

v=0 v

n

Ve

N v n+1 1 1 v
_(a+-n+1)ﬁl—lc§1)+(fi)<a+n+l)nJr— I c;2)+(~oc)(l—oc) i (oc—l—v)ciz)
n+1 1 1 n+1 2 1.2 veo\ Vv

et, par induction,

< [TV © oc+n+1) K (m~2—oc) &M (k—l*“> otV @
Cy — o+ Cy
go( v ) (HH)( n+1 m; m—1 m k go( n )

En introduisant cette relation dans (2.13) on obtient

R e S

e (EY) 3 (o2t e

nt+1 m—1 m

(2.14)

) Notons que cgo)z Sy.
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Soient «;(j=1,2,..., k) les racines de I'équation
1
(1.6) (k i “)H:O (£ 02);
elles différent nécessairement de 0, 1, ..., k—1. En posant «=a; dans (2.14)
on obtient un systéme de k équations linéaires en cm (m=1,2,...,k), a savoir:
k B, S (m) n .
@13) > (mm2—1%>cn7_ cx1+n+1 2 (ajjv)tgkw)'
m==1 (aj"l' 1)( j ) v=0
n
(G=1,2,... k)
Soit

(k—2—-ocz) [T (=)
_I=sig=k

(2.16) D=

12 k!

| L(_“k) i(k—2~ock)
2 1 k k—1

le déterminant du systéme (2.15;) et désignons par Dy (j=1, 2,..., k) les

compléments algébriques des éléments de la k-iéme colonne. Supposons d’abord

que les racines o;(j=1, 2, ..., k) de Iéquation (1.6) sont deux a deux
différentes. Alors D, #0 et la régle de Cramer donne

oL k Dy, z (“;Jrv)t(k,x)
- G

' P

D, ;i5 (4, + 1)(0€j+n—|— 1))»:0
n

v

Si
(2.17) tEP~ 1+ 0L, (n->o),
une appliquation du corollaire (b) donne

0o (40 & Dy

Dk j=1 Otj—i—l ’

(2.18)

compte tenu de la relation (2.1). Etant donné que 1—(k_ll€_a) est un

polyndme algébrique d’ordre k en o avec un zéro simple pour «——1ona
I'identité
] - k2
(2.19) 1—(k “)=(a+1)(a0+ﬂ( °‘>+...+ﬁu< 2 oc))
k 2\ 1/ = K\ k—1

2) Ce n’est qu’une restriction apparente, car pour =0 le théoréme 1 est trivialement vrai.
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Clest seulement le coefficient a@,_, qui nous intéresse dans cette identité; on
trouve immédiatement que a, ,=1. Les o; €tant les racines de I’équation

(1.6) on a
. 1_<k—1~ocj)
1+7\‘ S D _%_k_‘

K
D = .
j§1 s ; 1 /=5 7« 1-{-0(]
k - a k—2—«
=S D,|a,+—= R +mﬁ"’( ’))
2 ”‘(“ ( 1 ) ko \ k-1
k a k—2—u«,
=% D, *1 7 )=D,.
2; * k ( k—1 ) g
De (2.18) résulte, donc,
cf,k)gL,, (n— o0).

En introduisant cette relation asymptotique et la relation (2.17) dans (1.2), on
obtient I'affirmation du théoréme 1.

Supposons maintenant que deux racines de 1’équation (1.6), soit a, et a,,
sont égales. Alors les deux premiéres équations du systéme (2.15;) se confondent
et il faut substituer I’équation (2.15 ) par une autre. Dans ce but on remarquera que

o+ v n+1
)
at+n+1\ jotn+l
( n+1 ) (n+1—v)

de sorte que (2.14) prend la forme

e (V) iz
Sy (7)) 2

v:O(oc+n+l) Y k _o(oc+n+1\c"
n 11—y ntl—v)
(2.14%)
k (m)
m—2—o\ ¢,
+(n+l)m§1( m—1 )A
Etant donné que
d_ 1 1 mg
da(a+n+l)*‘ (a+n+1)u£ala+“’
n+l—y n+1—v

on obtient, en dérivant (2.14*) par rapport i «,

(n+1> <n+1)
n v n+1 1 t(k,l): n v c(k).i(<k—l—0()+)\)

v=0(‘x+n+l)u:v+la—]—“ Y v:O(a‘I‘n’Y"l) Y da k
nt1—v n+l—v
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(n+1>
s ) g
k =0 (“+”*1)u=v+lo¢+u
n+1—v
m—2— oc) m
m—1 m’

L d
+(n+1)m§1 da(
Si T'on pose a=o, dans cette relation, les premiers deux termes au second
membre s’annulent car «, est un zéro double de la fonction (k__llcaa) +2

en «. Par conséquent,

. (m)
. d (m—2—a Cn
(2.151) ”ZII:E;( m"‘l ):lot_az m ;
o 1 i (oc2+v) nilo 1 neey
(n+1)<°‘2+”+1)vto o=yt %t @
+1

Désignons par (2. 15) le systtme (2.15;) dans lequel on a substitué¢ I’équation
(2.15,) par I’équation (2. 15.) Le déterminant du systeme (2. 15) est

IR ]
2 lda\ 1 a=ay kldae\ k—1 wmtt
. 11 _1_(‘““2> ...l_(k_z“%) d
D, - 2 1 k k—1 ’[T]Dk]a 5
1 [—a | (k—2—a,
2(1) 75( k—1 )

En tenant compte de (2.16), on a donc

* d
112!... k! Dy :[_ (oci—oc.)] -
d“l 1<1I<—J['<k ! oy =0ty
k

- H (oci—ocj)[ddﬁ(ocl—ocj)] = H (o;— r[ 2 %) #0.
%y j=2 oy =

2<li<j<k 2i<j<k j=3
Si 'on désigne par D;,k (j=1, 2, ..., k) les compléments algébriques des
éléments de la k-iéme colonne du déterminant DZ, on a d’aprés la régle
de Cramer

o L D« "Z(%Jr\') ”g 1 ew
D (0 + 1) (a2+n+1) =0 p=vt1 0+
n

T L

A
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En appliquant aux sommes au second membre les corollaires (c) et (b) respec-
tivement, on obtient

P 1+x{ D1

)

—
L, D,

-+

D: A
_(azﬁji J ._k]~~-"~ =)

Js =
5> o+ 1 Dk

1l

et il n’y a de démontrer que Ak:D,:.
En dérivant (2.19) par rapport & o il résulte

A )

(e 1)
(2.19%)
:ﬂi(—a)_*_ e +__ak—1 i(k-2—ot)
2dal\ 1 k da\ k—1 |’

Etant donné que o, as, ..., o, sont des racines de I’équation (1.6) et parmis
eux o, une racine double, de (2.19) et (2.19*) on obtient

1+ zao+ﬂ<—°‘j)+ L +£(k_2_°‘f) (=2,3,..., k)
a1 2\ 1 k O\ k—1

__ L+ _ﬂi(—“> b B i("_z—“)
(0, + 12 2 |da\ 1 /jen, k lda\ k=1 [lea,

Par conséquent,

. k=1 d [m—1—
S et Pl G | I
24 o=y

et

m

E o k=1 g m—1—ao,
+ 2> Djk & ( ’)
j=2 m—o m+1 m

k—1 a * d m—1—a k * m—1—a,
e ey I E |
mz=o m-+1 { lk[doc< m )]raz ,-gz nk m

Or, en vertu des propriétés élémentaires des déterminants, on a

* -1 k * — 11—«
D,,k[i('" : “)] +§D,~,k(m : “f):O
da m =0, j=2 m

pour m=0,1,..., k—2 de sorte que
a * d k—2—u k * k—2—qo; *
A =2=1[pr |4 +S D) ( 1)}=D.
Tk { ""[da( k—1 )L PR g

Théoréme 2. En multipliant (1.8) par (a_l_n) et en sommant par
n

rapport 2 n de 0 3 n, on obtient

(2.20) S (‘”")T&"’“: S (“V)sv:xéo(”")hi").

v=0 v v=0 v v
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Une sommation par parties donne

i (‘””) WO~ ( “V) (1) B0y AGRD
v=0 v

v=0
r 1
:Z (OC+V)_(O(+V+ ) (v+1)h§k+l)+(a+n+l)(n+l)hf,k“),
v=0 v v+ 1 n+1
de sorte que
n n
3 (a+v)h$k)=(“+n41" 1>(n+ 1) A%HD g S (OH*V) pUHD,
v=0 v n-- v=0 v
En appliquant cette formule avec k=0, 1, ... successivement on obtient

i(“-l-\')hso)z(d:—l:—{—l)( 1) AD 4 (= “)2<a+v)h$,‘)

v=0 v

=(oc+nJI 1)(n+l)hﬁ'l)Jr(—oc)(“:f;Fl)(nJr1)h§,2)+(—oc)2 "Z (oc+v)h9)

n+ v=0 v

et, par induction,
n k n
ST =@en () 5 ot o 3 (%700
v=0 + v=0 v

En introduisant cette relation dans (2.20), on cbtient

n

Z(“:rv> Geh _ (= a)k+x)z(°‘+">

v=0 v

@.21)
+(n+1)(a:Z+ 1) > (o,

Soient «;(j=1, 2, ..., k) les racines de I’équation
(2.22) (—o)f+r=0 (A=£0).
En posant a«=a; dans (2.21) on obtient un systéme de k équations algébriques

linéaires en AY” (m=1, 2, ..., k), a savoir:

! % <°‘i+V)T(k,A>
v
ocj+n+1) o

k lh( )
E — )" n =
(223) m=1( J)

n

(a,.+1)(
Soit
L(=a)e e (—a)
I (=) - o (—op) !

2 Publications de ’Institut Mathématique
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le déterminant du systéme (2.23) et désignons par Dy (j=1,2,...,k) les
compléments algébriques des éléments de la k-iéme colonne La regle de
Cramer donne alors

hslk)=_1_ S Djr < (“ﬂf") 2Ue®,
Dy i~ (aj+1)<“f+”+1) v=o\ v
n
Si
(2.24) cEP(1+NL, (1> o0),

une application du corollaire (b) donne

hf,k) 1+7\L i

(2.25)
Dk j=1%; +1

compte tenu de la relation (2.1). Or, les «; étant les cacines de Iéquation
(2.22), on a
D. 1—(—a)*

k
1 T 1—(~a)

k
Dy 1+7\
=1 1-}-01. j=

N~

Dy (I+(—a)+ - +(—a) D

I
'M» -

i

[

J

jk(—a)k I= Dk

I
I

J

De (2.25) résulte donc
(2.26) hP~L (n—> o).

En introduisant (2.24) et (2.26) dans (1.8) on obtient Iaffirmation du théo-
réme 2.
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