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EINIGE LOSUNGEN DER STRC_')MUNGSGLEICHUNGEN DER
ZAHEN FLUSSIGKEIT

Zum 70-en Geburtstag von Professor Dr. Konstantin P. Voronjec gewidmet.
Mane T. Sasi¢
(Dargestellt am 6. Juni 1972)

Es ist wohl bekannt, dass dic Energie der Fliissigkeit bei stationdrer
Potentialstromung im gaazen Fliissigkeitsraum unverdnderlich bleibt. Bei der
Betrachtung einer ebenen inkompressiblen Potentialstromung reduziert sich das
Problem auf die Losung folgender Gleichungen:

c)_u+¢)v_0 oy au:()
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welche zeigen, dass u—iv—=V (2) eine analytische Funktion der komplexen Verin-
derlichen z=x+iy ist. Die Behandlung von Problemen dieser Art ist auch
bekannt.

Jedoch, wenn man eine ebene stationdre Stromung zdher Fliissigkeit oder
einer Wirbelstromung reibungsfreier Fliissigkeit betrachtet, dann ist der Wirbel
2 w#0, die zweite Gleichung des Systems (1) besteht nicht mehr, und daher
ist, unter gewissen Bedingungen, die hier als erfiillt anzusehen sind,

) u—iy="V(z,z)

eine nicht-analytische Funktion der Verdnderlichen z=x+iy und z=x-—iy.
Abgesehen davon, welche Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit behandelt
wird, besteht die erste Gleichung des Systems (1), die durch Einfithren der
Stromfunktion ¢ = (x, ), vermittels der Beziehungen

® w=¥ o 09
0y 0x
befriedigt wird. Die Stromfunktion kann man als =1 (z,2) betrachten, wobei

der Ausdruck (2) kann unter der Anwendung der Gleichungen (3) in folgender
Form geschrieben werden:

4) ?(z,?):ﬁﬂ oder —i17(z,2):29—4’.
oz 0z
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Es ist verstindlich, dass neben der ersten Gleichung des Systems (1) auch die
entsprechende Bewegungsleichungen erfiillt werden miissen. Bei der Strémung
einer zihen Fliissigkeit sind diese Gleichungen die fiir die x-und y-Achse
aufgestellten Navier-Stokesschen Gleichungen (# und v sind die entsprechenden

Projektionen der Geschwindigkeit IZ p ist der Druck, p die Dichte und v die kine-

matische Zéhigkeit). Die vermittels der Verdnderlichen z und z geschriebene
Kompatibilititsbedingung dieser Gleichungen lautet:

0b Py 04 T% L, B4
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Die Analyse der Gleichung (5) ist ebenso schwierig wie die Behandlung der
entsprechenden, vermittels der Verdnderlichen x und y geschriebenen Gleichung
(fiir welche Hamel, Oseen, Rosenblatt, Berker, Jeffery, Riabouchinsky u.a. die
Losungen gefunden haben), aber die Gleichung (5) ermdglicht die Anwendung
einer Klasse von nicht-analytischen komplexen Funktionen, deren ,,Abweichung”
von der Analytizitdt von A. Bilimovi¢ [1] definiert wurde. Physikalische Deutung
dieser Abweichung erfolgte durch K. Voronjec [2]. S. Fempl [3] hat die ,,Abwei-
chung hoherer Ordnung* definiert, welche in der Arbeit [4] fiir die Erhaltung
einer Klasse von Lgsungen der Gleichung (5) verwendet worden ist. An dieser
Stelle wird das fiir die Berechnung dieser Losungen entwickelte Verfahren nicht
dargelegt, sondern nur angegeben und zwar wegen der in dieser Arbeit gege-
benen Analyse und der graphischen Darstellung. Diese Losung lautet:

c - _
© Ay T E AT G e E R
+CyIn[(Ez—2) @ —z)]—iv(N-2)In =2,
< Zi—= Z()

wobei C,, C,, C; die reellen Konstanten sind und N=3,4,5,... die Ordnung
der Abweichung der Funktion (4) von der Analytizitit bedeutet. Die Losung
(6) ist fiir N=1 ungiiltig, da in diesem Falle die Stromung potential ist, ebenso
nie fir N=2, wenn der Wirbel 2w=const. in gesamten Strémungsraum ist.
Jeffery hat auch, von der Voraussetzung ausgehend dass der Wirbel nur von
dem Abstand r abhiingig ist, eine dhnliche Losung erhalten (z. B. R. Berker [5]).
Wihrend die Konstante B, welche bei Jeffery ericheint, eine rein mathematische
Deutung hat, kann man die Grésse N in der Losung (6) als ,,Ordnung der
Abweichung” des Geschwindigkeitsfeldes der reellen Fliissigkeit vom Laplaceschen
Feld, welches der Potentialstromung der inkompressiblen Fliissigkeit entspricht,
bezeichnen. Soll man bemerken, dass die Gleichung (5) auch mit der Losung
(6), und zwar fiir beliebige reelle Werte der Zahl N erfiillt wird. In diesem
Falle aber ist N eine Konstante, die nicht als ,,Ordnung der Abweichung” der
Funktion (4) von der Analytizitit gedeutet werden konnte. Eigentlich sind die
Losungen fiir N<<O physikalisch mehr gerechtfertigt, weil die Geschwindigkeit
und der Wirbel mit der Entfernung vom Punkt z, abnehmen. Die Quelle fiir
N< 0 verwandelt sich in eine Senke.

Fir die weitere Analyse der Losung (6) wird der Koordinatenursprung
in den Punkt z, verschoben, wobei man die Polarkoordinaten » und 0 einfiihrt
und 2C;= —T'/2n einsetzt, weil das dritte Glied der Losung (6) einen Poten-



Einige Losungen der Strémungsgleichungen der zdhen Fliissigkeit 147

tialwirbel darstellen soll. - Ausserdem wegen der Gleichformigkeit des Druckes
man nimmt C,=0 an und C, aus folgenden Bedlngungen bestlmmt ve=1cm/s
fiir r= 1 cm. In diesem Falle erhalt man:

‘P=Tra—v—2§’”"“z—1“’”v<fv-2>e’
LY — T
o L _2vN-2) | Tem . T
| r 2w 27r
2w=— - 2mN-1) pIN—4

T

Es ist bemerkenswert, dass 20 =0 fiir '=27 ist. Die Stromfunktion ¢ defi-
niert dann die Stromlinien der Potentialtromung, wahread fiir I'#42 = (in unserem
Fall T'= — 2 m) eine Wirbelstromung existiert. Die Geschwindigkeit vy vetschwin-

det auf dem Kreise mit dem Halbmesser rZN“Zs}—ri—, woraus ersichtlich ist;
. ,
dass ¥— 1, wenn N— . Da N eine ganzzahlige positive und begrenzte Kons-
tante ist, so ist immer r<C1, wobei sein Wert héngt bei derselben Zirkulation
von N ab. Beim angegebenen Beispiel sind r=0,84cm fiir N=3 und r=0,89cm
fir N=4. Es kommen nimlich zwei Stromungsgebiete vor, in welchen die
Geschwindigkeit vq . verschiedene Richtungen besitzt. Sie verursacht, dass die
Spiralen der Wirbelstromung sich immer mehr von den Spiralen der Potential-
strémung fiir 7>0,84cm und r>0,89 cm entfernen, wenn r und N wachsen.
Fiir r<0,84cm und r<0,89 cm erhilt man einen umgekehrten Fall. Der Ver-
lauf der Stromlinien ist auf der Abb. 1 ersichtlich und zwar fiir I'= —2=

10*
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(Wirbelstrémung) und v=1cm?/s bei N=3 und N=4 und fir =27 (Po-
tentialstromung) bei denselben Werte von N. Auf der Abb. 1 sind eigentlich
je zwei Stromlinien von den entsprechenden Stromungen iibereinander gezeichnet.

Dieselbe Methode ist in der Arbeit [6] fiir die Losung der Oseenschen
Gleichungen verwendet worden. Die gewonnene Losung erhidlt man in der Form

eines Polynoms nach z, wobei die Koefficienten stellen die Polynome nach z dar.
Die Ordnung dieser Polynome héngt vom der ,,Ordnung der Abweichung” der
komplexen Geschwindigkeit (4) von der Analytizitit ab, wobei sie héchtens von
der (N-2)ten Ordnung sein konnen. Die Losung der Oseenschen Gleichungen
enthilt fiir N>3 die bekannte Stokessche Ldsung:

V(z,2)=2f,(2)+ 2z F, 2) +1,@) + F, (2).

Daraus folgt, dass man im Oseenschen Falle die vor dieser Losung sich befin-
denden Glieder als korektive die Stokessche Losung verbessernden Glieder, be-
trachten konnte.

Fiir den Fall ebener stationiren Strémung einer kompressiblen Fliissiggkeit,
die zu den Verdnderlichen z und z transformierte Kompatibilititsbedingung der
Bewegungsgleichungen

®) 0929 1,029 A20-20divF

0x oy

ist viel komplizierter als die Bedingung (5), so dass es vorldufig schwer ist von
einer allgemeinen Losung der Form (6) zu sprechen. Man stosst auch fiir den
Fall der Potentialstromung auf grosse mathematische Schwierigkeiten, obwohl
die Bedingung (8) automatisch erfiillt ist. Deswegen werden wir in dieser Arbeit
einige Speziallosungen aufsuchen. Fiir die Potentialstromung einer kompressiblen
Flissigkeit nidmlich stellt die komplexe Geschwindigkeit

) iV (5, =220 g P 0¥
0z p 0z

eine mnicht-analytische Funktion dar und man kann fiir sie eine N-te Abwe1chung
von der Analytizitdt bilden:

B — DN+l az\m—? — ON#1 ‘)Ifl (& 0_%)
! 0z0zN 027 \ o oz

Aus dem Ausdruck fiir die ,erste Abweichung” B,= —i divf/) ersieht man,

dass immer fiir die kompressible Fliissigkeit B,#0, weil div 17;50 ist. Wenn
B, eine analytische Funktion darstellt, lautet die ,,zweite Abweichung”

odivV _odivV
+1
ox oy

woraus folgt div V= const. = A ¢. Es ist bekannt, dass sich diese Differential-

=0,

B,=

gleichung durch Einfithrung von cp=cp1+—§ (x2+»* auf die Laplacesche

Gleichung A ¢, =0 zuriickfithren ldsst. Im Falle dieser Klasse der Potentialstrs-
mung kann also jede harmonische Funktion ¢, zur Bestimmung des Geschwin-
digkeitsfeldes der kompressiblen Fliissigkeit der Potentialstrémung verwendet
werden. Wenn man z.B. als ¢, das Potential eines isolierten Wirbels annimmt,
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so wird dann die Stromfunktion ¢ durch die Integration der Gleichungen
2p 8 T o X,

3

or gy 2mr 00 2 g -

gewonnen wobei das Ergebnis der Integration lautet:

K
y="E 04 Fe),
2 p

Es ist offenbar, dass
i(ﬁirz)zo T I Const.:_g
dr\ 2 p, % r? r?

sein muss, was in der ,,Ubereinstimmung mit dem folgenden Ausdruck fiir den
Quadrat der Geschwindigkeit

_I’4+ K7t

4 72r2

V2 = funct. ()

ist, weil P f(V?). Der endgiiltige Ausdruck fiir die Stromfunktion lautet:
Po
_Ke r?6— cr :
2 ¢, 4mr?

¢

Die Geschwindigkeitsprojektionen sind durch die Ausdriicke

K r
V,=—F Vg= — N
2 2nr

bestimmt. Es ist offenbar, dass sich hier um eine Spiralstromung handelt, wobei
sie fir kleine r praktisch kreisférmig, bzw. beinahe radial fiir grosse Werte

von r ist. Wenn B, eine analytische Funktion darstellt, dann ist die ,.dritte
Abweichung” ’

RdivV otdivk . rdivy |
= — +2i =0

B
’ ox? 0y*? 0x0y
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>k . . :
woraus folgt div V=?(x2 +39)=A¢, wobei k eine Konstante ist.

Man kann diese Gleichung auf die Laplacesche Gleichung AcpI%O redu-
zieren. wenn man

k
=@, +—(x*+y*
=0, 24( ¥

einsetzt. Durch eine giinstige Auswahl der harmonischen Funktion ¢, kann
man auch in diesem Falle, eine Reihe von Losungen fiir das Geschwindigkeits-
feld dieser Potentialstromungklasse der kompressiblen Flissigkeit gewinnen.
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