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SUR LA CONVERGENCE DES RAPPORTS DE LA SOMME PARTIELLE
AU TERME GENERAL ET DU RESTE OU TERME GENERAL D’UNE
SERIE REELLE OU COMPLEXE

Dusan D. Adamovié

(Communiqué le 2. Février 1973.)

Soit dans ce qui suit a, (=0, 1,2,...) une suite de nombres complexes
ou réels différents de zéro pour n suffisamment grand. Posons

S,= S @ (=0, 1,2,...).

£=0
et, dans le cas ol la série

+ oo
1) ' > @
k=0
converge (avec une somme finie),

+oo + oo ‘
S=>a, R,= > (n=0,1,2,...).
k=0 k=n

Dans cette Note, nous allons nous occuper des conditions de validité
pour chacune des relations asymptotiques

S,~a,(n—+ »);, R,~a, (n— + o0),

et aussi, plus généralement, pour chacune des égalités suivantes

@ fim 7 —w; am lim Ry,

n—>+o @, Nyt an

w étant un nombre complexe donné. Appelons cas complexe le cas ot a,&C
(n=0,1,2,...) et w& C, C désignant I'ensemble des nombres complexes, et
cas réel le cas o ¢, &R (n=0,1,2,...) ¢¢ wCR, R désignant 1’ensemble
des nombres réels. Dans le cas réel nous allons considérer aussi (I) et (II)
avec les valeurs w= + o0 €t w= — c0.

Par le symbole o,+ +co nous désignons ici le fait que la suite de
nombres réels o, (n=0, 1,2,...) croit strictement pour n suffisamment grand
et tend vers + oo, et par «, |0 le fait qu'elle décroit swrictement pour n suffi-
samment grand et tend vers O.
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1. Dans les considérations qui suivent nous nous appuyons, entre autre,
sur les résultats connus suivants:

Théoreme A (théoréme de Stolz). Soit u, ER (n=0,1,2,...) et Bt + 0.
Alors on a

lim *n"%-1 - lim % [ % [ %" %1
>t oo Br— IBIl—l e Bn o0 fgn >t Bn_gn—l
. . L “n_“n—1 z
En particulier, de lim 2 —"=1—] (] nombre réel, + o ou - )

nrfo B, =B, 4

i .o« . . ,
résulte lim —" =], Passertion inverse n’étant pas vraie.

A—>-}- 00 Bn

Théoréme B (voir, par exemple, [1], p. 127 —128). Sous les conditions
@, ER (n=0,1,2,...), lim o,=0 et B, 0, toutes les assertions du théoreme
A sont valables. r—>+ o

Le théoréme suivant ([5], partie premidre, chapitre IV, probléme Nel78)
généralise une partie des assertions de notre théoréme 2.

Théoreme C. Supposons que: 1° a,, b,cC (n=0,1,2,...); 2° a,#0

+ o
pour n suffisamment grand; 3° la série f(z)= > byz* ait le rayon de conver-
k=0
gence r>0. Alors ‘
. aq
lim
n—>t o an+1

=CA|C|<r
entraine

. 1
lim — > a, b, ,=f(%).
n—>+o0 an k=0
Passant & nos résultats, nous allons démontrer tout d’abord Panalogue sui-
vant du théoréme C, lequel généralise aussi une partic des assertions du théo-
réme 2.

Théoréme 1. Sous les conditions 1°—3° du théoréme C,

lim 2L g A (C <y
a

oo
n—--4 '

entraine

.1 A
lim — % g5, ,=f Q).

n—>-{- 00 an k=n

Démonstration. Sous les conditions 1°—3° soit |{|<p<r. Il ex-
iste alors un nombre naturel 7, tel que 1'on a

an+1

<p (m>ny)

. n
et par suite

i | ok (n s k> 0),
a, |

Par conséquent, pour un nombre naturel m arbitrairement choisi, on a
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o

1 +
1y a,cbkn,,—f(?;)\=

a, k=n

A=

n

+ +
2"? a4,k bk_ Zwbkck
k=0 a, k=0 ,

a

S

a,

gl

n

Ak
a

e

+ o
+ > B |
k=m+-1

-0
123 bl ().
k=m+-1

<

+o0
+ > bl [E]f
k=m-1

2 <

Vu que ;
lim fnrk gk (k=0,1,2,...),

n—> -0 (,Zn

on obtient de (2), en y faisant tendre n vers + oo,
- oo
lim A,<2 5 [b]e5
n—> o0 k=m-1
et puis, en faisant m— + oo,
lim A,<O0,

n—>+oo
c’est-a-dire lim A,=0, c.q.fd.
n—-o0

2. Nos résultats concernant les conditions sous lesquelles se réalise (I) ou
(II) sont contenus dans les théorémes 2—4. Notons qu’ils géneralisent et com-
plétent plusieurs résultats d’autres auteurs, par exemple la premiére assertion
du théoréme 33 (page 48) dans [4].

Théoréme 2. Dans le cas complexe et pour Re (w)#%:

1° on a () si et seulement si
a,.. w

I im Sl = AS=0 dans le cas ou la série (1) converge,
n—>to @, w-—1
oit la premiére égalité doit étre interprétée comme lim “rtll =t oo si w=1;
: n—>+oe an
2° on a (I) si et seulement si
. a w—1 ..
(19)] lim 2*l——" A la série (1) converge.
n—+ceo (d w

n

Remarque. Etant donné que

w

1
<l & Re(w)<—>
w— L

id >1 <:>Re(w)>i,
w—1 2

la seconde partie de la condition (I'y (le second terme de cette conjonction) peut
étre remplacée par

“S=0 si Re (w)<%”,
et la seconde partie de (1I') par

1
“Re(w)>—".
(w) 5
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Avant de passer a4 la démonstration du théoréme, remarquons qu'on a
immédiatement, d’aprés ce qui précéde, le

Corollaire 1. Si Re (w)<~12—, Pégalité (I) n’est pas possible.

Nous formulons & part, sous titre de corollaires, deux cas particuliers du
théoréme 2 qui nous semblent d’intérét particulier,

Corollaire 2. Dans le cas complexe:

S [¢4
17 S,~a, (—>+0) e lim -0
>t 4,y

2° R,~a, (n—>+w)e lim i,

n—> 4 o0 an
Corollaire 3. Dans le cas complexe:

lim et _opS5-0;

1° |S,|=0(a,) m—>+ )&
. n— oo an

2° |R,|=o0(la,]) (n— + ) west pas possible.

Démonstration du théoréme 2.

1° On a

S a,+S S a
' -1 —1 —1 .
i — n n :1+ n n ;
a, a, a, , a,
par conséquent, (I) avec w=£1 entraine
Sn—l
. a . a . a w
lim 2L — [im %_— lim nel o i
n—>+c an n—>4 o0 an—-l n—»-+oo §£— W—l
ail
et avec w=1
Sn~1
. a . a, | . a
Iim |21 — lim Z = lim |—2=L |« & o0,
ns>+ew| a, n>to | @, A+ —Si-—l
an

La premiére partie de la condition (') est donc nécessaire. La nécessité de sa
seconde partie est évidente.

Supposons que l’on ait, avec Re (w)>?,

3) lim Yeer_ W
n—>tew g, w—1
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Alors

lim % _¥=l

700 an+1 w

Par conséquent, en appliquant le théoréme C au cas ou b,=1 (n=0,1,2,..)),

c’est-a-dire o f(2)= , on obtient

—Z

R N
w

Enfin, si l'on a (3), Re (W)<% et S=0, alors, d’aprés I'assertion 2° (qu’on

va démontrer tout de suite),

im 5o _ dim ST gim Bei_ g g Reog L

n—>--co an n—>-co an n—>-+ o0 an n—4 oo a” w

2° 11 est évident que la seconde partie de la condition (II') est nécessaire
pour (II). La nécessité de la premiére partie résulte de

&:1+§:,+_1.ﬁﬁ1_
an an+1 an

Supposons la condition (II') remplie. Alors I’application du théoréme 1 au

cas .ot f(z)= donne

—Z

lim &’=f(w-1)=w.—
nsto 4, w

-C’est au cas “‘singulier” ou Re (w)=i que se rapporte le
2

Y

Théoréme 3. Dans le cas complexe, pour tout wCC satisfaisant @
1
@) Re(w)=-—-:
2
1° la condition (') est nécessaire et nest pas suffisante pour (I);

2° la condition (II'y est nécessaire et n’est pas suffisante pour (II).

- . : , 1
En particulier, s’il s’agit du cas réel avec w=?:
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3° la condition

1
lim %eer | = 2 @t Cnx converge (vers —1)
(48] n>te a, _1___ T
2
Alla,t +o0V (Ja, [} OAS=0)]

est suffisante pour (I);

4° la condition

an+an+1
an+1 +an+2

. Dni1
lim === —1

n—4co an 1

I

est suffisante pour (II).

Remarque. Les mots ,vers — 1« dans (I") et (II") sont
parenthéses puisque, d’aprés les autres parties de chacune des

@y et (II'"), —1 est, dans les deux cas, la seule possible
lim M‘—; on établit aisément ce fait au moyen des
:t4——>-ii;ooBan+1+an+2

et B.

converge (vers —1)A|a,| {0

mis entre
conditions
valeur de

théorémes

Démonstration. La nécessité des conditions (I') et (II') pour (I)
et (II), respectivement, résulte des parties correspondantes da la démonstration

du théorgme 1.

Etant donné que
1 w ;
Re(W) =— & ———=¢% avec § € (0,2 w),
2 w—1

Pexemple de la suite

%) a,=e"®(n=0,1,2,...;0<0<27)

montre que pour aucun w satisfaisant a (4) la condition (I') n’est -suffisante

pour (I). En effet, dans le cas de la suite (5)ona

lim %ti _ g0
2
n->-4 o0 an

et la suite

emtoi_ 1

Su_ 1 -
ed—1

5 ! 1(e""—-et"(”') n=0,1,2,..)
ed—

a endi
n
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ne converge pas. Afin de prouver que pour aucun w satisfaisant & (4) la con-
dition (II'y n’est suffisante pour (II), remarquons que, pour tout 0 < (0, 2 x),
la suite e®(n=0, 1, 2,...) a 1 comme point d’accumulation. Soit 6 & (0, 2 )
donné et posons

Ap=—— ! e (p,<k<p,.; n=0,1,2,..),

n+1
les nombres 0 =p,<<p,<p,< - -- étant choisis de maniére que 'on ait
pny1—1
Z ekﬁl — - pn ll (n 0 1 2 )
k=pp edi—] | (n + 1)2
, e
ce qui est possible, d’aprés la remarque précédente. La sériec > g, est conver-

k=0
gente (critére de Dirichlet) et, évidemment,

lim Znt1 =e°"(=w_1 )

. n—> oo an w
Cependant,
) 4o Pk 11 . -0 1
‘ Sk S e S e e+ 1) 0<_—2)
Ron. N LAL v =Pk ken = 1 -0 + o0),
ap, | r+1)t n+1)71 n+ 1Dt
et
Ry, _ -1 +Rp, -1+ Rp, Gy 1 (1= + o),
. Qp,—1 ap,—1 dp, dp,—1

'R, ,
de sorte que le rapport —% ne converge pas dans ce cas.
° n

Passons 3 la démonstration de l’assertion relative au cas réel.

3° Les conditions (II') peuvent &tre exprimées autrement de la maniére
suivante: on a

6)  a=(—1ra,(r=0,1,2,..), 00 a,=(—)"*la,(n=0,1,2,...);

lim Zrri_q; %" %1 converge (vers 1); o, 4 + oo, ou bien «, | 0 et §=0.
n—>toe o, e R . g e
Sans diminuer la généralité, on peut se borner i la premiére des possibilités 6).
a, } + o0, on a, d’aprés le théoréme 4,

n
%+ Z (Ot — Xpp_y)

lim S = jim k=t ~ lim Zen T %
n—sto Qop  n—too %3n Comedeo O T Oy
— lim Koy — %on—1
Hs oo Ogpy = Uppy T 0oy — 0y 5
— lim ! _r o1
n—+ o0 1 +°€2n_1—°<2n_2 1+1 2

Lon — %opy
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et par suite

1 1
lim Szt g gim S Gy (—1) =
n—>too Qoptyg ns>tow Qyp loyiy 2 2

Il résultera de 4° que la condition (I"”) est aussi suffisante si a«, |0 et §=0.

4° Sous la condition (IT"") et en choisissant la premiére des possibilités (6),
on a, d’aprés le théoréme B,
4o

(o g — %yp4)
lim 22— lim *=* = lim
n—>+4ow Uy, n—>+ o0 %oy n—>dow Kop =0y,

. 1 1 1

= lim = -,

”—>+°°1 + Font1 ™ %oyt I+1 2

on — Lontq

o = Lo +q
. R . R a 1 1
lim =2*=t 1 4 Qim =22 . %27 _{_.2 _ -
n—to @, nrteo 4, A, , 2 2

Le théoréme suivant traite, dans le cas réel, les égalités (D) et (II) avec
W= + o €t W= — o0,

Théoréme 4. Dans le cas réel:

1° chacune des conditions suivantes
L a,>0 pour n suffisamment grand /(1) converge avec S§>0;
(I'frw) a,<<0 pour n suffisamment grand ) (1) converge avec S<O0;

a, est de signe constant pour n suffisamment grand

117

. a,
(i) A1) diverge ), Tim —= =1

n—tow O,
est suffisante pour
() | fim 2% 4 oo

n—+o0 an

2° chacune des conditions

T_o) a,>0 pour n suffisamment grand ) (1) converge avec S<O0;
(I'_/m) a,<<0 pour n suffisamment grand ) (1) converge avec S=>0;
a’ (1) comverge avec S=0p lim %n*1 _ 1

n—> -+ co an
est suffisante pour
.S
d_.) oo lim 2= oo
n— -+ oo a”
3° Pinégalité
. a
im E.l__< 1
> 00 an'

est une condition nécessaire pour (1.,,), de méme que pour (I_,);
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4° la condition

| | 1) converge A lim %1 _ g
ar;) M

n—>+ 00 an

est suffisante pour

. R
M) Iim 2= oo
n—>r+o0 a,
5° Pégalité

(L) lim Rr_ _ o

n—>-4 oo an

nwest pas possible.

Avant la démonstration, citons une conclusions de 1°, 2°, et 4°.

Corollaire 4. L’égalité

. a
N lim 2*L—1}
n— o0 a
n

entraine (Li.), ou (I_.), suivant qu’il s’agit des cas oit (1) diverge ou converge
avec a,S>0 pour n suffisamment grand, d’une part, ou du cas ou (1) converge
avec a,S<0 pour n suffisamment grand, d’autre part. L’égalité (T) et la con-

vergence de (1) entrainent (1. ).

Démonstration du théoréme 4.

, 1° 10 est évident que chacune des conditions (I'.,,) et (I7.) est suffi-
sante pour (I...). La condition (1, .) entraine, d’aprés le théoréme A,

fim %< iim %" %-1_ fim (1_an——1>=

n—>-} 0 Sn n—>to0 a, >4 a,

. a,_
=1— lim —=L—1- =1-1=0,
e G, ETo a,
lim
n—-1o0 an~1

o, , . a .
d’ot, étant donné que, sous cette condition, —~>0 pour r suffisamment grand,
n
.S < g .S
lim ~ = 4+ oo, cest-a-dire lim —%— 1 .
n—>+tow 4y n—>+tow q,

2° La suffisance de chacune des conditions (I_,) et (I_,) pour (I_.,)
est évidente. La condition (I :m) entraine, d’aprés le théoréme B,

— a — a,—a —
lim " < lim 2%l lim " 1=0,
n———>+oo_R n—-+o a.

n+1
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. a .
¢t par comnséquent, puisque —*->0 pour # suffisamment grand,
n+1

lim B g

n— oo an

2

c’est-a-dire
. S . S—R .

Iim ™= lim e+t lm el

n—>te q, n~> -+ a

n
3° L’inégalité
8) lim fre1 g
nSTe G
entraine la divergence de (1) et la constance du signe de a, pour n suffisamment
grand. 11 en résulte i>O pour n suffisament grand, d’ol I'impossiblité de (I_,,). -
, a,
L’égalité (I.,) est aussi impossible dans le cas (8), puisqu’on a alors, d’aprés
le théoréme A,

lim %o lim %" %1 _ (1_&i>
1>t oo Sn n>foo a, n—-+oco a,
— . Q, 1
=1— lim “A=l_1-.._ ~ = -,
e lim %
A n—::OO an—]
c’est-3-dire
S
Iim “2< 4 e,

n—~+ow g,

4° La condition (II.,,) entraine la constance du signe de a, pour n suffi-
samment grand, et l'on a, d’aprés le théoréme B,

=~ a — a,—a P
Iim 2« lim 2721 - lim <1~

n—> oo Rn n->+4 00 an n— -+

ﬁﬂ):l— lim %1 o,

a, nstew G,

d’ol1, puisque £ll>0 pour n suffisamment grand,
(3
lim &= + oo,
n— o0 an

5° L’égalité

L. lim B o

n—> 4 o0 an

entraine
R, _
9) Gpiy _ >0 pour n suffisamment grand,
a, Davy
qyiq

mais (9) est évidemment incompatible avec (II_.,).



Sur la convergence des rapports de la somme partielle au terme général et... 15

3. Autres corollaires et applications
3.1. Mettant 3 profit les relations

§’J£:_1.=§_”___1 et M:&_l’

a, a, a a

n n

on peut, pour les égalités

lim S”“1=w et lim &il—=w,

n—~+w aq, n—>+ow a4,

formuler les énoncés correspondant aux théorémes 2 —4.

3.2. En ce qui concerne la question plus générale de la convergence et
des limites des rapports

n+m n-—-m Rn+m et Rn—m

a, a,

2

avec un nombre naturel m fixe, c’est au moyen des égalités

-1
Sn+m _Sn + g: Dusv Sn—m _Sn "< Gpy
= s T T —
a, a, v=1 4, a, a, =0 4y
—1
..Ri.""'m _R” S Gnay Rn—-m _'R”_|_ < Gy
= L n=y
a, a, =0 4, a, a, v=1 4,

qu'on déduit des théorémes 2—4 la p:-oposition suivante:
Corollaire 5. Soit m un nombre naturel fixe. Alors:

1° (I) avec we C\ {1} entraine

’ m
(10) lim Sn+m=w< i );
n—+4w g w—1

n

2° (D) avec we C\ {0} entraine
S

. w—1\"
HIm ==y ;
n—4+0o w

n

3° (1D (avec Re (w)>%> entraine

lim Reem =w(w—1) ;

>
n—>+w q, w

4° (1) avee w=£1 (et Re (w)>—é—> entraine

11 : lim =W
(h n—>+ow @ (w—l
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5° Dans le cas réel avec a, de signe constant pour n suffisamment grand,
les formules (10) et (11) sont valables méme pour w=1, si Pon attribue alors &

P . a .
la valeur + oo. Dans le cas réel avec lim -"*L—1 on a qussi:

n— -+ o an

w—1

M—z-l—oo si lim &:—f—oo,el‘ lim h:—{-oosi lim &:—f—w

n n-—>-4c0 an n—-teo an n—>-+ an

lim
n-~>-+ oo a.

(voir le corollaire 4),

3.2.1. On a immédiatement la conséquence suivante:

Corollaire. 6. 1° (I) avec we C\ {1} entraine,
dans le cas complexe:

= 00, Si Re(w)>%,

lim lim 57 ) 0 si Re(w)<--,
m—>+ o n—>-1 w© an 2

’ 1
nexiste pas, si Re (w) = ?;

dans le cas réel:
=+ o0, Si w>1,

. 1
fim  fim Snm ] =0 SEw<—,
m->+o0 n—+ o an

wexiste pas, si <w<l.

1
2
2° (1) avec we C\ {0} entraine,

dans le cas complexe:

=0, si Re (w)>%,

. . S 1
lim  lim =7 = oo, si Re(w)<<—
m-—>+ o n—> - oo an ’

Wexiste pas, si Re (w)=%;
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dans le cas réel:

=0, si w>—1—,
2

2 Z S ;
lim lim ="} = — o0, si w<0,
m—>+co n—>+ an

.

b

wexiste pas, si O<w<

€
2
3° (3D (avec Re (w)>%) entraine, dans les deux cas (complexe et réel),

1
# =0, si Re(w)>—,
lim lim —#*m ’ 1
mo>ton=>te 4y | pexiste pas, si Re (w)= PE

s

4° (IIy avec w+#1 (et Re (w)>%) entraine,

dans le cas complexe:

1
g == si Re (W)>—,
lim lim “n=m 2 i
m>ten=>te Ay |\pexiste pas, si Re (w)= 5 ;

dans le cas réel:

R =+ o0, si w>1,
lim  lim —2=m) | .1
Mmoot n—sto 4, n’existe pas, Si ?< w<l.

Remarque. Il faut tenir compte du fait que le sens de la notion
d’existence de limite varie quelque peu suivant quil s’agit du cas complexe ou
du cas réel. Par exemple, on a lim (—2)"=oco si 'on considére la suite

n——+ow
(—=2)* (n=0, 1, 2,...) comme suite complexe (dans le cas complexe), et la méme
suite n’a pas de limite si elle est considérée comme suite réelle (dans le cas réel)

3.3. Séries de puissances

L’application du théoréme 2 i la série de puissances

(12) f(@= i a,z", avec a,#0 pour n suffisamment grand,

n=0

conduit au résultat suivant:

Corollaire 7. Soit f(z) une série de puissances satisfaisant a (12).

Publications de ’Institut Mathématique
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1° Pour que la suite
> a2k
k=0
e (m=0,1,2,...
T n=0 )

converge vers un nombre complexe pour un z#0 au moins, il faut que l'on on ait

(13) lim 2517, gvec L& CU{oo}.
n—~>+oo a‘n
Si la- condition (13) est remplie, on a.

n
a, z¢
k=0

lim

n—>+tew A,2Z"

- Zl pour,yz'>ll?|=r et pour 0<|z|<r tel que f(z)=0,
z_

ou N Zn aka

k=l =1 pour z£0,

n—>te0 a4, z"
suivant que T & C ou = oo, respectivement,

2° Pour que la suite

converge vers un nombre complexe pour un z£0 au moins, il faut que 'on ait

(14) lim M:CeC.

n—>+o 4,

Si la condition (14) est remplie, on a

+ o

> az*
im = ] 0 !
n—+ o a,z, bt <I2t<m=r.

1-%z
3.3.1. On a, en particulier, la proposition suivante:
Corrollaire 8. Soit a,#0 pour n suffisamment grand.
1° Pour gqwon ait
(15) > azF~a,z" (n—> + )
k=0
pour un z#0 au moins il faut, et pour que (15) soit valable pour tout z0 il

suffit, que I'on ait

lim 2 =0.
n—> 400 an+1
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C+ . 2° Pour quon git . :

(16)

+ o __— .
> ek ~a,zn (> o)
k=n

pour un z+0 au moins il faut, et pour que (16) soit valable pour tout z+0 il
suffit, que l'on ail

lim fre1 o,
n—> 400 an ’ .
3.3.2. D’aprés 3.3.1, si le nombre 0,(0<0,<1) figure dans la formule de
Mac-Laurin appliquée a la fonction e*: ° o C
n xk ee,,?f ’
e = —
i k! (m+1)!

alors, pour tout x € RN\ {0} fixe, lim 6,=0.

n— o0

On a les propositions analogues pour la formule de Mac-Laurin appliquée
aux fonctions sin x et cos x.

xn+1

3.3.3. On a aussi le résultat suivant concernant les séries de puissances
lacunaires:

Corollaire 9. Soit a,#0 pour n suffisamment grand et soit ¢ (n)

(n=0,1,2,...) une suite strictement croissante d’éléments de Ny,={0}UN telle
que o (n-+1) —@@)—+ o (n—> -+ ). Alors:

an+1

a,

1° si lim

n—>-+ow

>0, on a

n
> @ z%® ~ a,z®™ pour |z|>1,
k=0

9o si Gm |Gas1

n—--o an

<+, on a

+ o0
> a,z%® ~ a,z°" pour |z|<l.
k=n

3.4. Le résultat suivant est un cas particulier de la partie du théoreme 3
relative au cas réel:

Soit 0<<w<C1 et soient

; | H 2 | )
(A7) o B,y (v=1,..., p) des nomkres réels tels que |o|+|B[+ > | vy |>0.

v=1
Si le premier des nomtres (17) différents de zéro est positif, on a
n

S (1 e T Qo ~ S et 1] oy = -0y (> 5 )
k=m v=1 v=1

2%
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(log,x %f loglog- . -logx; m un nombre naturel suffisamment grand). Si le

v fois
premier des nombres (17) différents de zéro est négatif, alors
e 1 _
> a4 ~ —a, (n—>+ ).
k=n 2

En effet, on vérifie sans difficulté que @, donné par
' p
(18) a,=(—1)y e nt T (log, n)v
v=1

satisfait, selon le cas, a la condition (I"), ou & la condition (II”).

Notons que Dexpression (18) pour a, dans Iénoncé précédent pourrait
étre bien plus générale: par exemple, on peut remplacer n® par [R (M8, ou
R (x) est une fonction rationnelle tendant vers + oo avec x.

3.5. Les résultats de ce travail peuvent &tre appliqués 4 beaucoup de
problémes relatifs aux limites des suites de nombres complexes ou réels. Par
exemple, le probléme suivant [3]:

»Déterminer la limite de la suite

nt+1 2 2k
IS E =12, )«
n+l = k
-a été résolu dans [2] sous une forme plus générale:
»Déterminer le comportement asymptotique de la suite

19 Zn ak* kB (logk)r (n=2,3,...; a>1; a>1; B,y nombres réels). «
k=2

Draprés nos résultats correspondants, on peut déterminer immédiatement le
comportement asymptotique de la suite (19) ol a est un nombre complexe
satisfaisant & |a|>1, et Pon peut généraliser cette considération encore plus,
dans diverses directions.
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