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SUR LE MOUVEMENT ADIABATIQUE D’UN GAZ PARFAIT
EN COUCHES PARALLELES

K. Voronjec
(Communiqué le 8 Mars 1972)

Dans un travail récent [1] ont été données les conditions les plus générales

auxquelles doivent satisfaire la vitesse v le tourbillon 2w et la densité o dans le
cas d’'un mouvement permanent adiabatique en trois dimensions d’un gaz parfait.

L’équation de continuité div(p v) = 0 permet d’introduire deux fonctions de
courant ¢, (x, y, z) et ¢, (x, y, z) par ’équation

(1) ov=[grad ¢, grad §,]

et il est facile & voir que les lignes de courant sont données par ¢, = const., {, =
=const. Le mouvement ¢tant adiabatique et gaz non visqueux I’équation d’énergie
détermine la pression p sous la forme

2 p=p"e(d, ),

oli £ est une fonction de ¢, et §,, liée & Pentropie. Enfin, la transformation habituelle
(v. p. ex. [2]) des équations d’Euler permet de trouver les projections de tourbillon
sur les directions de grad ¢, et de grad ¢,

<2_0_) grad(‘pl):ﬂ_ﬁl_ px—l _()_Fi_’
¢ 0y, =—1 0y,
3) -
_<gg grad 412):_6_7;_# pufl _()i’
e 0, n—1 0y,

avec A une nouvelle fonction arbitraire de ¢, et ¢,. L’équation généralisée de
Bernoulli donne la condition

@) v2=2<7\— * p"*ls),
w—1

a laquelle doit satisfaire la vitesse. Quelques conslusions ont été tirées des équations
déduites dans le travail cité [1].

y, =const. et ¢, =const. étant des surfaces de courant, on voit que le prob-
léme peut se rapporter au mouvement en couches paraliéles sur des surfaces courbes.
Supposons qu’il existe un systéme de coordonnées curvilignes orthogonales ¢, q,
et ¢;, ou g, =const. détermine une famille des surfaces considérées. En désignant
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— = —>

ar e,, e,, e, les vecteurs-unités dans les directions des lignes de coordonnées, on
1 22 >3
— >

voit que la projection v, de la vitesse vgellerez ) +e313 est égale a 0. On peut
accepter, sans aucune restrlctlon que la fonction ¢, ne dépend que de ¢, et

Péquation (1) est alors équivalente & deux équations

’ a'
®) gig3pv2=74)l Jg, 8i&0PV; _Vx ¢2’
04, 04q,

0x\? 0y \? 0z \?
el e
09, 09, 0g,
Les formules (3) donnent les projections de tourbillon sur les directions de
grad ¢, et de grad ¢, qui déterminent un plan orthogonal a la vitesse, mais la pro-
jection sur la direction de la vitesse reste arbitraire. On commence a étudier le cas

ou cette derniére projection est nulle. On aura ainsi une certaine analogie avec
les mouvements plans et mouvements symétriques par rapport a un axe.

Désignons pour abréger
6 Vi=8"7, Vy=gv;.

La condition que le tourbillon

avee

e (‘)V aV> s 9K3_+,éffz

(7N 2e=rtoty -
g2g3 aqz aq3 g3g1 dql glgz ()ql

soit orthogonal & la vitesse se traduit par I’équation

V.
v, 2%y Yy
04q, 09,
d’ou l'on tire
=fonct. (g,, q,).

2
On peut, donc, poser

szc(ql, q,, q3) I72 (qz’ q;,),
V3 =0 (ql’ q25 q3) I73 (qz, q3)

et I’expression (7) se transforme en
1 Oc

e1 oV, oV,
— (v, ev—\ e3) —
£.8,\00, 04, c 04,
Si le facteur introduit ¢ ne dépend pas de ¢, le tourbillon est orthogonal & des
surfaces g, = const.
Mais les résultats obtenus doivent satisfaire a I’équation de continuité. On

obtient

0 o 0 —
®) (pcgﬁV2>+—<pcg#ng3>—0

09, 8 04, 83
ol V, et V,, solutions de cette équation, ne peuvent pas dépendre de ¢,. Cette con-
dition sera accomplie si les coefficients de V, et ¥/, ne contiennent g, que sous la

P
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forme d’un facteur commun indépendant de g, et g,. On arrive ainsi a la conclusion
que le rapport g,/g, ne dépend pas de q,.

Cette condition a été déja analysée dans notre travail ancient [3], ol nous
avons démontré qu’elle correspond au cas ou les rayons de courbure sont égaux.
Dong, le mouvement traité ici ne peut se produire que sur des sphéres concentriques,
exception faite des mouvements avec des lignes de courant planes.

On peut maintenant poser
0021=0,(4)) 5,(9,, 95)

et les équations (5) et (8) montrent que o, ={¢;. Le tourbillon sera orthogonal
a des surfaces g, =const. si le rapport ¢{/og, présente une fonction de g, et g,
seulement.

Cette démonstration permet de passer a I’analyse des mouvements en couches
sphériques. A la place des coordonnées sphériques habituelles r, ., 0 données par
les expressions

x=rsinpcos0, y=rsinpsinG, z=rcosy,

introduisons les coordonnées isométriques r, v, 6, ou

.d“ =dv, chv:—jl»—.
sin sin
On a, donc,
r r r
q,=1, =V, q:G’ :1,g: = V:ﬁvv, Vo=—1s.
! % } 51 2= %3 chyv " chyv 0 chv ¥

ou v,, v,, vo sont les projections correspondantes de la vitesse.

Il est évident que dans ce cas existent sur les sphéres les trajectoires ¢, =
=const. orthogonales & la famille des lignes de courant ¢ =const., {,=const.
Soit v facteur intégrant qui doit étre introduit pour la recherche de fonction ¢,.

On obtient, alors

.0y, 0 1 0
(9) Vv:_}Pl ,Vy::Y_.E’ 9 :I)‘I.LLI"Z:Y&‘
e 00 ov p Ov 00
On peut supposer que les forctions ¢, et ¢, ne dépendent pas de r, mais le
paramctre v et la densité o peuvent &tre fonctions de trois coordonnées r, v, 6.
Les ¢quations (9) montrent que
0 (9*{)20
or \4;

ce qui s’ensuit aussi de 1’équation de continuité. Siy ne dépend pas de r, le tourbillon
reste toujours orthogonal 4 des surfaces sphériques. Dans ce cas la densité p peut
&:re décomposée en deux facteurs p, (r) p, (v, 0). Les projections v, et vg de la vitesse
sont inversement proportionnelles & r et le tourbillon & r2. Nous laissons a part
ce cas car il a été analisé, d’un autre point de vue, dans le travail [3] déja cité.
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Pour tirer quelques conclusions des formules obtenus il est opportun de
passer a des coordonnées ¢, {,, ¢,. Les conditions (3) deviennent alors

(P O Oh L0
od, o, x—1 0Y

)ﬁvzg]niyla)\ 1 K*l.f)?,_

(10

26
——grad{ 0 —
<P 1, oY, oY, -1 0y,

Commengons par I’étude de cas ol les quantités ¢ et A sont indépendentes
I'une de l'autre. En introduisant les dérivées de Iny par rapport & ¢ et A a la place
des dérivées par rapport & ¢, et ¢, on obtient (10) sous la forme

dA de

(Vziln‘{— 1>—+<v2£lnY+*lpu—l) ZE
oA aLp] de x—1 OKIJI

(vzalny—l>ﬂ+<v2()lny+ 1 pu—f) E_:o_
oA oY, oe x—1 0y,

>

an

Il faut accepter les solutions triviales

0 0 1
v2—1In —-1=0, v2 " In~y 4+ x=1_()

Jde ®—

puisqu’auntrement les fonctions ¢ et A ne sont plus indépendentes. La compatibilité
des solutions trouvées ameéne a 1’équation

ld—p+xeég+p:0,
oA de

ou {, peut étre considéré comme un paramétre. Cette équation peut étre résolue
par le procédé habituel et donne comme solution

> eA=f(u, ¥;).
ol f est une fonction arbitraire, aprés quoi on trouve facilement
Y =2, @, §s)

1 fldu
Infi=—, 1 P
AN »—1
1 x_luf

U=ch™*

avee

L’intégrale doit étre calculée en supposant ¢, comme un paramétre. La constante
d’intégration, fonction de ,, peut étre supprimée car vy se détermine 3 un facteur
dépendant de ¢, pres.

Si e et A ne sont pas deux fonctions indépendentes on suppose que ¢ est une
fonction de A et a la place des équations (11) on obtient une seule équation

0
(12 v2—Invy=1-—
(12 oA v w—1

— ’
px 18,

d’ou I'on tire les mémes conclusions qu’avant mais avec u fonction de A.



Sur le mouvement adiabatique d’un gaz parfait en couches paralliéles 153

Il est opportun d’introduire les fonctions & et ¥ a la place de V, et V, par
les formules

VPeVIe Ve, tg9=VV,,

car V est lié a v? déterminé par (4). Les équations (9) peuvent s’écrire sous la forme

9 oY !
(13) a:-Qiln(iV>. g:fpl—iln(i’V),
0, Y1 0Y, Y 0, py oY, ¢1
Dans ce qui suit nous ticherons de satisfaire & toutes les conditions par la
relation pA = 1. 1l s’ensuit alors de (9) que ¢ =const. et on peut poser §; = — 1.

Les équations (9) deviennent

@) oV, =08 0%

v

_ 0% b

00 oy’ T Ty Tae
et (13) donnent
2% 0 0% 9

(13 —:———ln( V), —=—In(pV),
I Y A YR Y

Les fonctions ¢, et ¢, sont, donc, deux fonctions harmoniques satisfaisant
a des conditions de Cauchy par rapport & des variables v et 6. On peut former une
fonction analytique w(z)={,+i{, de variable complexe z=v+i0, analogue
au potentiel complexe dans le mouvement plan d’un fluide incompressible.

11 est évident que dans ce cas < et A ne sont plus deux fonctions indépendentes
et qu’il faut appliquer ’équation (12). Cette équation donne

2(7\— % p“‘le>dp+p<l—

®-—1

I lp““la')d7\=0

et, en l'intégrant, il faut considérer ¢, comme un paramétre. Dans le travail [4] nous
avons analysé le mouvement plan d’un gaz sous la condition que

div (p;)) =0, rot (97) =0

et une équation presque identique a celle ci a été obtenue. La différence est seulement
dans le fait que A apparait comme fonction d’une seule fonction de courant ¢ et
non pas de deux fonctions ¢, et {,. Dans le travail cité nous avons accepté le facteur
intégrant p™ A" avec m et n deux constantes réelles et nous avons trouvé facile-
ment que 2n=m—1 et que

(m—Dx
m-—un

Ing,=InK, + A

avec K, constante d’intégration qui peut dépendre de m.
Apres 'intégration on obtient la liaison entre p et A sous la forme

m+1 m{x—1)
—_ K, (m+1)x
14 m+1 2 . m w—1 m—x —
(14) 2pm+ly [1 M0 1) 1A :l m-+1)u,

avec p une fonction arbitraire de ¢,. On peut démontrer [5] qu’il est possible de
satisfaire & toutes les conditions seulement dans le cas ol la densité ne dépend pas
de ¢, c’est-a-dire ol u = const. Par le méme procédé on arrive au résultat identique
dans le probléme traité ici.
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Prenons comme exemple le cas ou p=const. =0. Il s’ensuit de (14) que

m

(15) p=a, )"—m;y

avec

gt (m) (1)
" K, (m+1)x
et m+x/m+ 1 doit étre positif. La formule (4) pour la vitesse donne

»—1 N
m+1

(16) V2

s

d’olu I'on trouve que m<C — 1. On calcule ensuite

(17) o2V =hL AT
avec
b: = — 24% K*l, mlzﬂﬁ, 0<m,<l.
m-+ 1 m—x

Il est évident que I’équation

0? 0?
(13) In(eV)+——In@eV)=0
043 093

doit &tre satisfaite par les valeurs de v et de p tirées de (15) et de (16). Puisque pv
ne dépend pas de ¢, et

0 0? 1 1 1
—— Inchv+— Inchv= T e ,
043 oy3 p2V2 ch2v  r2pty?
cette équation devient
2 1
(19) _l_()i_i(()?\) + 2 rz o = 0.
A () 4’2 a 4/2 b%n m1

Il est nécessaire de poser
2

)‘:rmﬁ)‘l (q’z)

et I'on arrive a

1dny 1 (dx) 2

+——7\m‘ 0.
A did i \dy, bl m,

Un calcul élémentaire donne

_m ) _
2 - =
A b ch{,

m el

- 1 . .
avec ¢2=?Cm, (5 — 4yp). (¢, — constante d’intégration). Par cette valeur de A,

les équations (13’) deviennent compatibles et servent a déterminer 9.
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On retourne de nouveau 3 des variables indépedentes v ei 0 et, en désig-
- R | . .
nant par ¢, 'expression %z;le (¢ —¢;,) on obtient les équations (9') sous

la forme
sn9chd, 9y, oy, cos¥chd, 9y, 9y,

(20) ,
chv ov 06 chv 06 ov

d’ou 'on déduit

@1 ﬁz cos 3 sh ¢, , @: sin 9 shd, Lt
v chv 09 chv

h v,

Aprés I’élimination de {, de deux derni¢res formules on arrive a I’équation

(22) tgaﬁ—ggﬂhv:o

ov

qui peut étre résolue par des méthodes habituelles. On trouve

(23) chvsin0sin$ 4 shvcosfcosd=Fch,

ou F est une fonction arbitraire de rapport ch v/cos 9.

On calcule les dérivées de & par rapport a v et 6 et, en les comparant avec
celles données par (21), on arrive a l'expression

shyvsinfBsind—-chvcosfcosd—F' shy
sin 6 — F' sin & '

(24) sh @2 = -

Le probléme consiste, done, & déterminer la forme de la fonction F de tel sorte que
les équations (20) soient satisfaites. En calculant de (24) la dérivée de @2 par
rapport & 6 (ou v) et en comparant sa valeur avec celle tirée de premiére (ou de
seconde) équation (20) on arrive, aprés un calcul assez long, & I’équation

25) (FP+1)F —2uFF?*+ (W - 1) F?+u@?—1-F)F" =0,
oll par u est désigné le rapport
chv
U= .
cos &

L’équation est trés compliquée mais quelques solutions sont évidentes.

a) L’équation (25) est évidemment satisfaite par F'= K= const. On déduit
de (23) que
K—shvcosB

tgd=
chvsin®

et (24) donne
Kshv+cosb

shi, = ——— .
b J/ch?v sin2 0 + (K — shv cos 6)
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Tenant compte de relation Ch v sin & =1 on améne I’équation des lignes de courant
J, =const. & la forme
Kcosp+sinpcos=C
ou
Kz+x=CR

avec R — rayon de la sphére considérée. Donc les surfaces de courant sont des plans
paralléles dont Iintersection avec la sphére sont des cercles. Pour K=0 les plans
sont donnés par x= CR et les cercles sont parall¢les au plan Oyz avec centres sur
Paxe des x. La possibilité d’un tel mouvement pourrait étre prévue par les résultats
obtenus dans le cas d’un mouvement plan [6].

b) En supposant que F= K, u 4K, on voit que I’équation (25) sera satisfaite
seulement si K§=Kf7 1, mais ensuite on constate facilement que cette solution
ne peut pas étre acceptée car elle améne a des valeurs imaginaires pour quelques
quantités physiques.

¢) L’équation (25) sera satisfaite par
FP—u?—1-K;
ol K, est une constante. Il s’ensuit de (23) que

shvsin0+ X,

tg 9=
. chvcos0

et de (24) que

— sinOF K;shv  sinpsinfF K cosu
sh, = = .
chvcos cos 0

Par exemple, pour K = 0 les lignes de courant passent d’un pdle a I’autre en traver-
sant I’équateur en points différents, mais elles ne coincident pas avec les méridiens.
Leurs projections sur le plan Oxy sont données par

tg 6 J/x2 + y* == const.
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