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EIN SATZ UBER REPRODUKTIVE LOSUNGEN

Slavisa B. Presi¢
(Eingegangen am 15 April 1972)

S. Rudeanu hat in der Arbeit [4] das Problem der Bestimmung aller reproduk-
tiven Losungen gegebener Booleschen Gleichung betrachtet.

In dieser Arbeit wird, allgemeiner, das dhnliche Problem fur irgendeine Rela-
tionsgleichung

(D r(x)=1

betrachtet werden. Dazu ist » eine Relation der gegebenen Menge S, d.h. eine
Abbildung von S in die Menge {0, 1} (0, 1 sind zwei verschiedene Objekte — ,, Wahr-
heitswerte™).

Es sei
x=F(t) (¢ ist Parameter, 1.S)

eine allgemeine Losung von (1). Das heiBt:

@) (VtSS) (rF@®)=1), und
(i) (VxES) (r=1 = @tES) (x=F(1))

Die Konjunktion (i) A (ii) ist mit der folgenden Formel (Bedingung)
) (VxES) <r(x)=1 & @res) (x=F(t))>
dquivalent.

Beweis. Die Implikation

vV xES8) (r ®=1 = ArcS) (x=F(t))),

die ,.ein Teil” von (2) ist, ist gleich (ii).
Weiter

(VxE5) <(3tES) (x=F@)) = r(x)=1>
© (VxE8) (1@1€8) (x=F@O)Vrx =1)

& (VxES) (VIES)T(x=F@B)Vr(x) =1)
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& (VxE8) (VIES) <‘|(x=F(t))\/r(x) - 1)
& (VxES) (VIES) (x=F(t) > r(x)=1)
N (VteS)(r(F(t))=1>
< ()
Also: (2) & (i) A (i)
Die allgemeine Losung von (1) nennt man reproduktiv, wenn die Bedingung
3) rx)=1 = F(x)=x
gilt (11, [3], [41)

Unser Hauptproblem lautet:
Alle reproduktiven Losungen der Gleichung » (x)=1 zu bestimmen, unter

Voraussetzung daf
x=F() (¢ ist Parameter, t <& S)

eine gegebene allgemeine Losung ist.
Zuerst, beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma. Die Formel
x=F(t) (¢ ist Parameter, tS)

ist eine reproduktive Lisung der Gleichung r (x) =1 genau dann, wenn die Bedingungen

) (VxES) (r)=1 = x=F(x))
(i) (VxES) (r(x):o = r(F(x)) - 1)
gelten.

Beweis.

x=F () ist eine reproduktive Losung von (1)
& (VIES) r(F®)=1 A (VXES) <r(x)=1 = @3t=S) (x=F(t))>

ANVXES) (r(x)=1 = x=F(x))
(nach (i), (ii), (3))

& (VIES)r(FH)) =1 A (VXES) (rx=1 > x=F(x)
& (VieS) (r#1 > r(F(t)):1> A (VIES) <r(t)=1 = r(F(H)=1)
AYXES) (r(x)=1 = x=F(x)
(Tautologie ¢ < (p = PA(IP = @) P ist r(x)=1)
& (VxeS) (r®=0 = r(F)=1ANVES) (r®W=1 > x=F)
<denn (VxES) (r@)=1 = x=Fx) > (VIES) (r()=1 = r(F@)= 1))

< DAUD
Also: x=F(¢) ist eine reproduktive Losung von (1) < () A (i)



Ein Satz iiber reproduktive Losungen

Es seien

+(SU0, 13— S, - :(SU{0, 1}’ > SU{0, 1}, ":{0, 1} > {0, 1}
beliebige Abbildungen (Verkniipfungen), die die Gesetze
@ O+x=x, x+0=x, 0.x=0,1.-x=x, 0 =1, 1'=0 (x&ES)

erfiillen.
Weiter, sei R die Losungsmenge von r(x)=1, d. h.

xR & r(x)=1

und x= A (¢) (Parameter < S) sei eine allgemeine Losung von r (x)=1.
Es gilt der folgende Satz.
Satz. Die Formel

FO)Er@ - x+r (x)-4(f(x)
mit dem Parameter f: S — S beschreibt alle Funktionen F:S — S, fiir die
x=F(t) (¢t ist Parameter, t=S)
eine reproduktive Losung der Gleichung r (x)=1 ist.
Beweis.
x=F () ist eine reproduktive Losung von r (x)=1
& (VXER) (F(x)=x) A (VXS S\R) (F(x)ER)
(Lemma)
& (VXxER) (F(x)=x) A (YXES\R) 319 (F(x)=4())

(x=4(t) ist eine allgemeine Losung von r x)=1)

& (VXER) (F(x)=x) @S :S\R—S) (YXxC S\R) (Fx)=A(f(x))

(Auswahlaxiom, [2])

& @f:S—>8) (VxES) (F(x)=r(x)-x+r () A (S (%))
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(Die Gesetze (4). Ist f gegeben, dann f ist eine beliebige Extension von 1. Ist

f gegeben, dann f ist die Restriktion von f).

Also:

x=F (¢) ist eine reproduktive Losung von (1)
& @f:S—>58) (VxE8) (FE=r()-x+r (0-A(/(x))
Beispiel Fiir Boolesche Gleichung

5 rix, ..., x,)=1 (x,&140, 1})
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sind alle reproduktive Losungen beispielweise durch Formeln

X=X F (X ey X)Xy, s X)) [Xg (X L X)X (X, L, X))

Xy =Xy T (X5 oo X x5 ooy ) [x07 (X oo XD+ X, (X, -, X))
((x105 -+ -5 X,0) ist eine Losung von (5); x,:{0, 1}*—{0, 1} sind Parameter)

bestimmt.
Hier werden Lowenheimsche Formeln

Xy =Xy F (b, ooy t)+x P (L, ..., 1)

Xy =X P (s ooy )+ x, 7 (8, ..., 1)

angewendet.
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