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SCHEIBENSCHWINGUNGEN IN RAUMLICH BEGRENZTER
ROTIERENDER FLUSSIGKEIT

Zum T0-en Geburtstag von Herrn Prof. Dr. Konstantin P. Voronjec gewidmet.
Viadan D. Pordevié

(Dargestellt am 15, Mirz 1972)

Gortler [1] zeigte, dass die durch die kleinen Schwingungen eine Kérpers
in einer inkompressiblen reibungslosen rotierenden Fliissigkeit verursachten
Strémungsvorginge sich wesentlich unterscheiden in Abhingigkeit davon, ob
die Schwingungsfrequenz grosser oder kleiner ist als die doppelte Winkelgesch-
windigkeit des ganzen Systems. Im ersten Fall sind nimlich die Sirémungs-
grundgleichungen vom elliptischen, und im zweiten Fall vom hyperbolischen
Typ. Einige konkrete Beispiele mit gegebenen Rand-und Anfangsbedingungen
sind spéter theoretisch als auch experimentell in den Arbeiten von Oser [2],
[3] und Reynolds [4], [5] durchgearbeitet. Die Schwingungen in Richtung der
Rotationsachse einer endlichen in der Offnung einer unedlichen Platte senkrecht
zur Rotationsachse aufgestellten Scheibe in einer rdumlich unbegrenzten Fliis-
sigkeit wurden betrachtet, wobei die besondere Aufmerksamkeit zum hyper-
bolischen Fall, der sich als interessanter und komplizierter zeigte, gewidmet
wurde. Das Grundproblem bestand in dem Ansatz von zeitlich-harmonischen
erzwungenen Schwingungen. Oser [2] hat angenommen, dass die zeitlich-har-
monischen erzwungenen Schwingungen im ganzen zeitlichen Intervall 0<<r<< oo
vorhanden sind und hat eine Losung erhalten beniitzend neben den fiir die
Strdmung einer reibungslosen Fliissigkeit iiblichen Randbedingungen noch die
zu strenge Randbedingung, die die radiale Geschwindigkeitskomponente auf der
Scheibe ausschliesst. Man kann sagen, dass die Losung von Oser [2] zum Fall
einer Scheibe, die wie eine Schallplatte die kreisférmigen Risse besitzen wiirde,
entspricht. Die Risse gestatten keine radiale Teilchenverschiebung, obwohl es sich
um die reibungslose Fliissigkeit handelt. Diese Losung zeigt, dass die ganze Fliissig-
keit in axialer Richtung in der gleichen Phase mit der Scheibe oszilliert. Dement-
gegen hat Reynolds [4], [5] beniitzend die Anfangsbedingungen fiir den Fall einer
ruckartigen Bewegung aus der Ruhe dasselbe Problem vermiitels der Laplace-
-Transformation behandelt und hat gezeigt, dass der Zustand zeitlich-harmoni-
scher erzwungener Schwingungen erst fiir 7—o entsteht, bzw. dass eine
Ubergangserscheinung vorhanden ist, obwohl es sich um die reibungslose
Fliissigkeit handelt. Seine Losung enthilt neben der mit der Scheibe in der
gleichen Phase stehenden Komponente auch eine gegenphasige Komponente.
Das Bestehen dieser Komponente kann durch die Tatsache erklirt werden,
dass im hyperbolischen Fall, in dem sich die durch die Scheibenschwingungen
verursachten Stdrungen durch die ganze Fliissigket asubreiten, eine dauernde
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Energiezufuhr von der Scheibe notig ist. Auf dem im hyperbolischen Fall bei
Aufwirtsbewegung der Scheibe mit maximaler Geschwindigkeit gegebenen
Stromungsbild [2] sind die Charakteristikenflichen, die am Rande der Scheibe
entstehen und das Stromungsfeld in vier Bereiche verteilen, klar zu bemerken.
Der kegelférmige Bereich iiber der Scheibe besitzt nur eine Geschwindigkeits-
komponente in vertikaler Richtung. Die Fliissigkeit schwingt hier genau, d.h.
nach Amplitude und Phase mit der Scheibe. Im Bereich zwischen den Cha-
rakteristikenflichen wird ein Wirbel gebildet, der sich im Unendlichen geschlossen
wird und von den Stromlinien, die von der Scheibe ausgehen, umgestromt wird.
Man kann sagen, dass diese Stromlinien den Wirbel im Unendlichen umkreisen,
durch die Charakteristikenfliche gehen und in den Bereich, der iiber dem
kegelformigen Bereich liegt, eindringen. Der Bereich unter den Charakteristi-
kenflichen ist in diesem Augenblick vollig stdrungsfrei. Die Charakteristiken-
flichen stellen gleichzeitig die Orte von Regularitdtsdefekten der Lsungen dar.

Der Fall einer in axialer Richtung mit zwei elastischen Scheiben beg-
renzten Fliissigkeit ist von Baines [6] durchgearbeitet, wobei gezeigt wurde,
dass es mdglich ist, in einem solchen System zur Resonanz zu kommen, was
spiter experimentell von McEwan [7] bestitigt wurde.

Diese Beispiele, als auch noch einige in den schon erwihnten Arbeiten
von Reynolds geloste Randwertaufgaben weisen darauf hin, dass die aligemeine
theoretische Untersuchung von Gértler nicht ganz dieses Gebiet der Stromun-
gen in rotierenden Systemen erschépft. Das Ziel in dieser Arbeit besteht in
einer vollstindigeren Untersuchung von Scheibenschwingungen in rdumlich
begrenzter rotierender Fliissigkeit. Im ersten Teil wird es angenommen, dass
die Fliissigkeit nur in radialer Richtung begrenzt ist, widhrend im zweiten
Teil die Scheibenschwingungen in einer auch in axialer Richtung begrenzten
Fliissigkeit betrachtet werden.

1. Teil

Sei die Scheibe vom Radius r, in einem unendlichen Kreiszylinder vom
Radius r, mit der Frequenz @, oszilliert und es sei o die Winkelgeschwindig-
keit des ganzen Systems. Fithrt man die Masstibe r, 20, w, und 2wpw,7r,
fiir die Linge, die Zeit, die Geschwindigkeit und den Druck, wobei w, die
maximale Geschwindigkeit der Scheibe und p die Dichte ist und bezeichnet
man mit grossen Buchstaben die dimensionslosen Grossen, werden die dieser
Arbeit zugrundeliegenden Gleichungen fiir eine instationdre geostrophische
inkompressible Stromung lauten:
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mit den Anfangs und Randbedingungen fiir U und W:

T<0: U=0, wW=0

R=0: |U|< o0

R=1: U=0

Z=0: W=sinBT, O0<RSM,
W=0, My <R<1

Z>oo: |[W<oo.

>0

Hier sind 7T die Zeit, R und Z die Zylinderkoordinaten, U, ¥V und W die
radiale, azimutale und axiale Geschwindigkeitskomponente, P der Druck,
My=ryfr, und B=8,/20 (B<1 im hyperbolischen Fall).

Bezeichnet man mit einem Strich von oben die Laplace-Transformierte

o

von der entsprechenden Funktion, z.B. U = f esTU dT, Res>0, erhilt man
0
aus dem System (1):
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mit den Randbedingungen: R=0, |U|<e und R=1, U=0. Vermittels der
Fourier-Methode kann man die folgende Lésung dieser Gleichung bekommen:

o
%

5Kp sKy

U=3 J,(K,R) (4, *" +Be '+ ),
n==1

Die Eigenwerte K, stellen die positiven Wurzeln von der transzendenten Glei-
chung J,(K)=0, K>0 dar. 4, und B, sind die beliebigen Konstanten, die
noch aus den Randbedingungen fiir W zu bestimmen sind. Aus der Kontinui-
titsgleichung folgt:

oo __SKn _En_,
— — Rl L 75
fo(R)_'_ ZJO(KnR) (B,e Vi¥s? __Anel/H-sz )__l’:‘S_.
n=1

Es ist anschaulich, dass 4,=0 muss sein. Entwickelt man die mit der Rand-
bedingung:

w=0, M,<R<1

gegebene Funktion in die entsprechende Fourier-Bessel-Reihe, so erhiilt man:

DO+ Z DnJO(KnR)
n=1
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2 ~
wo Dy= B Mo und D, = 2M3J1 (K"_M")B sind. Es muss also: f(R)=D, und
5+ B2 K, J3(K,) (s +B)
1L 2
w—=0n sein und endlich haben wir:
K
sKp
ot - —:_._Z
W = BM(Z’ Z 2MOJ1(K,,M0)J0(K,,R) g e Vi+s2 )

$+p a0 K, J5(K,) 52+ @2

Die Abhingigkeit von s in diesem Ausdruck ist gleich dieser in der Arbeit
von Reynolds [3], so dass wir bei der Berechnung der Originalfunktion direkt
seine Ergebnisse beniitzen konnen. Fiir 7— oo im hyperbolischen Fall erhilt man:
) W=Mjsinp T+ i 2 My, (K"jzw") Fo B i (a T- _‘Bi) .

n=1 K,Jo(K,) y1-g?

Aus der Kontinuititsgleichung folgt dann:
(3) U= ﬁ Z 2M0J1(Kn]:40)JO(KnR)COS(ﬁT——- BKnZ)'
V1-p%." K,Jo(K,) y1-g
Auf Grund von diesen zwei Ausdriicken ist bei Aufwiirtsbewegung der Scheibe
mit maximaler Geschwindigkeit fiir M,=1/2 das Stromungsbild gezeichnet

(Abb. 1). Die Reihen (2) und (3) konvergieren sehr langsam, so dass bei der
Summierung ihre Euler-Transformation [8] beniitzt wurde. Die Stromlinien

Abb. 1

sind aus den Richtungselementen aufgebaut. Die Stromlinienabstinde sind
willkiirlich- gewdhlt und bedeuten nicht, dass iiberall dieselben Durchflussmen-
gen vorliegen.

Die Abb, 1 ist typisch fiir eine hyperbolische Sirdmung, denn es ist
anschaulich, dass die S.6rungen sich durch die ganze Fliissigkeii ausbreiten.
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Das gemeinsame Element mit der von Oser [2] fiir den Fall einer unbegrenzten
Fliissigkeit erhaltenen Abbildung sind die Wirbel, die jetzt nur geschlossen sind
und von den Stromlinien, die von der Scheibe ausgehen, umgestrémt werden.
In der Nihe von der Wand des Zylinders sind kleine Totgebiete zu bemerken.
Die Charakteristikenflichen, die hier noch an der Wand des Zylinders reflek-
tiert werden wiirden und wie im Falle einer unbegrenzten Fliissigkeit mogliche
Orte von Regularititsdefekten der Losungen darstellen wiirden, sind nicht
,,sichtbar«! Diese Tatsache kann durch die Behandlung dieses Problems ver-
mittels der Fourier-Bessel-Reihen, die, wie bekannt, nicht fiir die Darstellung
von Fuuktionen mit Singularititen geeignet sind, erklirt werden. Damit sind
eigentlich alle eventuelle ,,Unebenheiten im Stromungsfeld ,,ausgeglittetc und
ist ein sehr ,,erwichenes Strémungsbild erhalten.

2. Teil

Um die Scheibenschwingungen in einer auch in axialer Richtung begrenz-
ten Fliissigkeit auszulernen, ist ein solches Modell gewidhlt, bei dem der
Zylinder auf dem Abstand % von der Scheibe senkrecht zur Rotationsachse
mit einer Platte, die eine Offnung in der Mitte enthilt, aufgeteilt ist. In der
Offnung befindet sich eine andere Scheibe von demselben Radius ry, die mit
der ersten Scheibe festgebunden ist, so dass zusammen mit ihr nach der
gleichen Amplitude und Phase oszilliert. Es ist anschaulich, dass diese Scheibe
wegen Kontinuitdt zugegeben werden musste. Die Randbedingung fiir Z=H=A/r,
hat dieselbe Form wie fiir Z=0. Die Bildfunktion lautet:

K H (1_£>+Sh sK,Z
7 B M} N 2 2M,J,(K,M)J,(K,R) B Y1+s H V L5
S4Bt K,J3(K,) s?+ sh K H

Viis

Man kann zeigen, dass diese Funktion in der Ebene s nur einfache Pole hat
und zwar in den Punkten:

sK H mmwi
= +tmmni,m=1,2,3,...bzw. 5,,= + ————

Vw2 K2 H?

und in den Punkten s,= +iB. Die ersten Pole liegen zwischen den Punkten
—i und i, die gleichzeitig die Grenzpunkte, bzw. die nichtisolierten Singula-
riidten darstellen. Die Pole +if liegen im hyperbolischen Fall auch zwischen
—i und i, so dass es moglich ist, dass die Pole iibereinanderfallen. Das
geschieht wenn:

mr

_ B ist, bzw. (4) —oIL__mT

e ———— T/ =" » m=1,2,3,-..; n=1,2,3,.--
szrcz—i-KﬁHz y1-—g K,

wobei dann die Pole zweiter Ordnung entstehen. Fiir den Fall einer solchen
Bildfunktion, die in den endlichen Punkten der Ebene s nichtisolierte Pole
besitzt, wurde bei der Berechnung der Originalfunktion dieselbe Prozedur wie
in der Arbeit -von Baines [6] angewandt. Die Residuen in den Polen wurden
berechnet und dann wurde noch iiberpriift, ob ihre Summe alle notwendige
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Bedingungen erfiillt. Wenn die Pole nicht iibereinanderfallen, erhilt man im
hyperbolischen Fall:

W=Mjsinp T+

sin BK"H<1——£)+sin BK,Z
2 2MyJ, (K, M) J, (K, R) yi-g? y1-p

+ sinB7T+
- K,J5(K,) o BKH °
Vl—BZ
ZBK,Z,HZ[sinm-rc(1—£)+sinmw£:|
v 3 H H| . m=T .
m=1 K g -me (-l Ve + K2H? Vw2 + K2 H?

Wenn die Pole iibereinanderfallen lautet der entsprechende Ausdruck:

W—M;sinB T+ Z 2 M, J, (K, My) J, (K, R){[sinnM<1—§>+sian§].

n=1 K”Jo( n)

A= Qi [B(l Bz)TcosQT—(i+Bz)sinBT:|+

M 2

“o|(1- Z\cosmm(1- Z\ 1+ Z i
+(-1) [(1 H)cos M(l H)+HCOSnMH]s1nBT+

m'rcT

sz 24 K2 2 2

28K, Hz[smmn<1—§>+smmn£j| sin

+ i (__1)m+1
el [K2H2 02— m2 =2 (1 - By Vi w2 + K2 H?

Mit M ist dieses Wert von m bezeichnet, bei dem zum Ubereinanderfallen
der Pole kommt.

Diese beiden Ausdriicke gelten fiir alle T7>0 vom Anfang der Bewegung
an. Es ist anschaulich, dass der Ansatz zeitlich-harmonischer erzwungenen
Schwingungen in diesem Fall iiberhaupt nicht zu beniitzen ist, denn die Resi-
duen in den Polen s,, geben die harmonischen Schwingungen der Form

mrTl T

sz nt+ K2H?

des Systems darstellen. Ausserdem, wenn die Pole iibercinanderfallen geben
die Residuen in den so entstandenen Polen zweiter Ordnung ein Glied der
Form TcosBT! Die Amplituden wachsen also linear mit der Zeit und die
Resonanz auftritt. Fiir eine genauere Untersuchung der Stromungserscheinun-
gen in diesem Fall sind die hier angewandten linearisierten Gleichungen nicht
geniigend. Der Ausdruck (4), der eigentlich ein Kriterium fiir die Entstehung
der Resonanz darstellt, lautet in dimensionaler Form:

B R mMT 123, n=1,2,3, ...

Vawr—pir K,

Man kann zeigen, dass die Zahlen m;/K,, sehr dicht sind. Das bedeutet, dass
ein solches System praktisch immer, fir jede o, 8,<<2w, k und r,, sich in
einem zur Resonanz naheliegenden Zustand befindet.

, die B nicht enthalten und demgemiss die Eigenschwingungen
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