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COMPLEMENTS AUX TRAITES DE KAMKE ET DE MURPHY. I
UNE GENERALISATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DE CLAIRAUT ET DE D’ALEMBERT TRANSFORMEE AUX
EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES TYPES .CONNUS

A. Kapcia
(Regu le Septembre 29, 1971)

1. Nous donnons dans ce travail beaucoup d’exemples de 1’équation

(1.1 y=xy"+ox)f()+g(",

pour lesquelles cette équation se réduit aux équations différentielles des types
bien connus. Supposons que les fonctions f(p), g (p) et ¢ (x) de I’équation (1.1)
sont les fonctions données de la classe C' et que la fonction y=y(x) est une
fonction inconnue. L’équation différentielle (1.1) est une généralisation des équa-
tions différenticlles irrésolues & I’égarde de la dérivée de la fonction inconnue
des formes suivantes: une généralisation de 1’équation de Clairaut en forme

(1.1.1) y=xy"+co(x)+g ("),
ol ¢ — constante, ¢#0; de ’équation de d’Alembert
(1.1.2) y=xh(y')+g (")

et de I’équation différentielle de Clairaut

(1.1.3) y=xy' +g ().

Pour obtenir les équations (1.1.1), (1.1.2) et (1.1.3) nous remarquons, qu’il
suffit de mettre dans 1’équation (1.1): 1/ f(»")=c, quand c#0; 2/ o(x)=x et
fON=h(")—-y5 3] e(x)=c ou f()=0, ol ¢ — une constante réelle. Pour
une meilleure lisibilité de ce travail nous introduisons les définitions suivantes:

Définition I 1 Soit ’équation différentielle en form

(1.2) F(x,y,y)=0,

définie dans le domaine V' des variables x, y, p, de la classe C!, ou p=y'.
Lorsque 1’égalité

(1.3) F(xy- Y0529 =0

est remplie pour I’élément (x,,y,,p,) du domaine ¥, nous appelons cet élé-
ment, élément intégral de 1’équation (1.2).
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Définition L 2. Quand pour I’élément intégral (x,,y,,p,) de 'équa-
tion (1.2) est remplie unc inégalité

(14) Fy’ (xonyospo)7é09
nous appelons cet élément, élément intégral régulier.

Définition I 3. On appelle la solution de I’équation (1.2) réguliere,
si chaque élément de cette solution est régulier.

Définition I 4. (Plein ensemble des solutions) L’ensemble Z des solu-
tions d’une forme quelconque de I’équation (1.2), sera dit plein ensemble des
solutions de I’équation (1.2) si chaque solution de 1’équation (1.2) est identique
avec certaine solution appartenante & ’ensemble Z.

Nous avons pour ’équation (1.1) le théoréme suivant:

Théoréme 1. Si les fonctions f(p), g(p) et ¢(x) de Péquation (1.1)
satisfont aux conditions suivantes:

1° f(p) et g(p) sont de la classe C* pour p & (p,, p,),

2° @ (x) est de la classe C' pour x & (x,,x,),

3° @' (x)5£0 pour chaque x E (x,, x,),

4° f(p)#0 pour chaque p & (py, po),

5° x+o ) S (p)+g (p)F#0 pour chaque paire (x, p) < (X,, X,; Py, D,) alors
le plein ensemble des solutions de [I’équation
(1.1) y=xy'+o(x)f()+g ()

est donné par les formules

@ x=¢_; (u(p)
[+ 4
y=¢_,u(p)p+u(p)f(p)+g(p)

ot u(p) est une solution arbitraire de I’équation

1.5) I 2 C) A 0 g’(p)’
fl» f®» S

et la fonction ¢_, (u) signifie une fonction inverse de la fonction ¢ (x).

Toutes les solutions de I’équation (1.1) sont réguliéres.
La démonstration de ce théoréme a été donnée dans le travail [8] p. 11—18

Proposition L 1. Si les fonctions f(p), g(p) et ¢(x) de I'équation
(1.1) satisfont aux conditions suivantes:

1° f(p)=c, g (p) de la classe C' pour p € (p,, p,),

2° et 3° du théoréme I, 4° ¢#£0 (¢ — une constante réelle),

5° x+g' (p)#0 pour chaque paire (x,p) < (x,, X,3 Py P2)s
alors léquation (1.1) se réduit a I'équation

(1.1.1) y=xy'+cox)+g ()
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Le pleine ensemble des solutions de I'équation (1.1.1) est donné par les formules

X=0_, (u (P)):
(=)
y=0_im(p)p+cu(p)+g(p),

ol u(p) est une solution arbitraire de I’équation

9. ) g (p)
c c '

(1.5.1) w=—

Toutes les solutions de I’équation (1.1.1) sont réguliéres.

Proposition 1. 2. Si les fonctions f(p), g(p) et @(x) de l’e’quation
(1.1) satisfont aux conditions suivantes:

1° f(p)=h(p)—p, h(p) et g(p) de la classe C' pour p < (p,,p,),
2° @ (x)=x pour chagque x & (x,, X,),
3° h(p)—p+#0 pour chaque p € (py, p>),
4° xkb' (p)+g" (p)#0 pour chaque paire (x, p) < (x;, X,; P> P2)s
alors Iéquation (1.1) se réduit a I’équation de d’Alembert

(1.1.2) y=xh(y)+g0").
Le plein ensemble des solutions de I'éguation (1.1.2) est donné par les formules
(%) x=x(p), y=x(p)h(p)+g(p),

quand x (p) est une solution arbitraire de I’équation
np) L &®
p—h(p)  p—h(p)

Toutes les solutions de I’équation (1.1.2) sont réguliéres.

Proposition 1.2 est un bien connu théoréme de I’équation différentielle de
d’Alembert, voir E. Kamke [5] p. 57 ou W. Nikliborc [12] p. 161.

2. De ce théoréme I et des prcpositions I.1 et 1.2 résulte qu'un réle
véritable dans la désignation des solutions («) de I’équation (1.1), qui ne se
réduit pas a I’équation de Clairaut (1.1.3) a I’équation

(1.5) o=@ ) &p)
f)y f(p)

Conformément est alors mettre le probléme suivant:

(1.5.2) X =

Probleme II.1. On demande: pour quelles fonctions ¢_, () I’équation
(1.5) admet des formes des équations différentielles bien connues et quelles sont
alors les formes de la fonction ¢(x), inverse de la fonction ¢_, (u), dans
Iéquation (1.1).

Ce probieme endente avec un probléme de Professeur D. S. Mitrinovi¢
cité au-dessous.

Probléme I.2. — D. S. Mitrinovi¢ [9] p. 117. Trouver les noveaux
cas effectivement intégrables de 1’équation

(2.1) y=a@y +b(x)f(y).
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D. S. Mitrinovié avait donné dans son article [9] deux systémes de
fonctions a(x), b(x) de la forme

(2.2) a(x)=mx+n, b(x)=cx+d;

(2.3) a(x)=x, b(x)=cx

pour lesquelles I’équation (2.1) se réduit — au premier cas a I'équation dif-
férentielle linéaire — au deuxiéme cas a I’équation différentielle de Bernoulli

(voir aussi [10] p. 24—25). Egalement les autres cas effectivement intégrables
de I’équation (2.1) ont été donnés au travail [10]. Parce que les équations (1.1)
et (2.1) ont une commune sous-classe d’équations en forme

(2.4) y=x'+eXf0),

alors toutes équations (1.1), quand g(y")=0, effectivement intégrables, sont les
solutions du probléme IL.2. Quelques résultats pour I’équation plus générale
de Iéquation (2.4) en forme

_a® Y
@.5) y oy e (x))f(a, (x)),

ol @ (x) # 0 étaient donnés dans la note [2]. Deux d’eatre eux, quand a (x)=x, se
réduisent 4 ceux de D. S. Mitrinovi¢ de son travail [9]. Le but principal de
cette publication est une liste des résultats obtenus pour I’équation (1.1) et
constituants les résolutions du probléme II.1. Ces résultats étaient donnés dans
les travaux [3], [6], [7], [8], [9] et [2] — quand a(x)=x. Nous donnons ces
résultats dans le Tableau I. Aux colonnes de ce tableau sont données succes-
sivement les formes des fonctions ¢, f, g, la colonne quatriéme donne la forme
de I’équation (1.5) et détermine son type, la colonne cinquieme donne le lieu
de la publication et des remarques. Les trois fonctions successives de la méme
ligne du Tableau I donnent le systtme de fonctions pour I’équation (1.1) a
qui correspond, a la méme ligne, I'équation du type (1.5). Aux fonctions
données dans la premiére, la deuxi®éme et dans la troisi¢éme colonne du Tableau I,
nous supposons quelles sont de la classe C! (si cela ne résulte pas de la forme
de la fonction) et en quelques cas qu’elles ne sont pas identiquement égales
3 zéro dans aucun intervalle de leurs domaines de définition. Pour la simplification
de la notation nous introduisons la définition suivante:

Déf. II.1. L’inscription f(x)# 0, déterminera que la fonction f(x) n’est
pas identiquement égale & zéro dans nul intervalle de son domaine de définition.

L’admission des fonctions avec les lieux de zéro est aussi possible (voir
par exemple [7]). Du Tableau I résulte, que quelques assez générales formes
de I’équation (1.1) se donnent toujours effectivement intégrer. On peut ici citer,
hors des équations de Clairaut, de d’Alembert et de I’équation donnée par
D. S. Mitrinovi¢ au travail [9], aussi les équations suivantes:

(2.6 y=xy' +x*f(y) +¢,

oll o, ¢ — constantes, «(x—1) 0, (voir position 5 du Tableau I),
2.7 y=xy' +caln(ax+b)*+g (),

ou a, b, «, B — constantes (voir position 19 du Tableau I).

Le Tableau I est un complément au traité de E. Kamke [4] dans lequel
se trouvent seulement les résultats donnés aux positions 1.—4. Cette publication
est aussi un complément au traité de G. M. Murphy [11].
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Tableau I. positions 5—9

Les formes de 1’équation (1.5)

Lieu de la publication des

N.o. ?™ o) g0 et remarques résultats et remarques
X%
a—const., o (x— 1) # 0; pour o ulle £ (p) & le travail [7] p. 98
a=0 DPéquation (1.1) est une | de 1a cl 1 , == - — le systeme de fonctions S
5. | équation de Clairaut — (v. la); e n~mmmo ¢ g (¥')=const. ) £ est un cas particulier du
pour a=1 c’est une équation FOH#0 — T’équation de Bernoulli systéme 6
de d’Alembert — (v. 2)
L f'(p) _Tm.x (p)
X%
a—const., & («—1)7#0; de la classe C! . \C&. \. () t\@v. .
6. | pour «=0 — (voir la); de 1a classe C! | — une généralisation de I’équation de | 1e travail [3] p. 4
pour a=1 — (voir 2) FON=0 Bernoulli de la forme
W=a(p)uk+b(p)u-+c(p)
(v. [4] type 1.55)
byaTa v W (), cg' (p)—d
atoyex+ de la classe C! B
7. | a, b, c,d — const., b#0, c0; as de 1la classe C! bef(p) S(p) of (p) le travail [3] p. 4
pour b=0ou c¢=0 — (voir 1a) foH#=0 — I’équation de Riccati apres la subs-
titution u (p)—a=v(p)
N ~ \ Wz FWB), le travail [7] p. 98
" a+bVex de la classe C* | —af () +k b’cf(p) f(p) — le systéme de fonctions 8
‘| a b, ¢ — const, b#0, ¢#0 | f(3)£0 k — const. — I’équation de Bernoulli aprés la Mw_ﬂﬁwuqomm particulier du sys-
substitution u (p)—a=v(p)
b
B 7’ e S le travail [6] p. 93
9. | @ _\ X ¥ a’p p p? — le systéme de fonctions 9
a — const., a#0; b — const., — Péquation de Riccati effectivement est un. cas: partioulier du

b<0

intégrable, voir [6] p. 93—94

systeme 7

9¢

> B

erode
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Tableau I. positions 15—18

Les formes de 1’équation (1.5)

Lieu de la publication des

N.o. ? (X) 09 &) et remarques résultats et remarques
, le travail [6] p. 86
. oL g u_ag(p)—b Si I’on ajoute & la fonction
o arcsin (ax + b) ac o ac ¢ (x) la constante k, en posi-
a, b, « — const., a0, . . L | tions 15—24, alors les équa-
15. x a const. %0 de la classe Ct | — I’équation se réduit par la substi- | tjons correspondantes 2
a#0; pour a=0 ou =0 tution t u(p 3 I'équation d ’équation (1.5) prennent des
— (voir 1la) & 2a =v(p) & Iéquation de | £, heq données dans ia co-
Riccati lonne 4 aprés la sub.
u(p)—k=v(p)
, 1 u_ag' (p)—b
U=—-—co§s —— =" —
o arccos (ax +b) o & .
, b, & — const., a#0, » . g .
A i const.#0 de la classe C' | — l’équation se réduit--par la substi- | | travail [6] p. 86
a#0; pour a=0 ou a=0 ; u(p) N ;
: tution tg =v(p) & I’équation de
— (voir 1la) 2a
Riccati
- IP& u _ag'(p)—b
o arctg (ax +b) P ac
, b, « — const., a#0, e . s .
17. C R # const.#0 de la classe C! | — l'équation se réduit par la substi- | |e travail [6] p. 86
a+#0; pour a=0 ou «=0 . u(p) - :
) tution tg =v(p) a I’équation
— (voir la) o
d’Abel de premiere espéce
’ 1 u ag' Ahvlv
U=——-:rctg —-————"——
o arccotg (ax+ b) ac « ac
, by o — t., 0, " . e ; .
18. a b — Bomisty @5 const. =0 de la classe C! | — Péquation se réduit par la substi- | le travail [6] p. 86
«#0; pour a=0 ou &=0 : u(p) 4 Péquati
. tution tg =v(p) & P’équation
— (voir 1a) o

d’Abel de premieére espéce

8¢

epdey 'V
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Tableau 1. positions 22—24

Les formes de 1’équation (1.5)

Lieu de la publication des
résultats et remarques

pour a=0 ou a=0-— (voir 1a)

N0 ?(®) fO° g0" et remarques
3 —b
be— L cosn M08 (P)—b
o arcosh (ax+ b) ac 4 ac
22. a, b, & — const,, a0, 4 0; const. 540 de la classe C!' | cette équation se réduit par la le travail [6] p. 86
pour a=0 ou a=0— (voir la) substitution ¢*®* —y (p) a ’équation
de Riccati
w
ey 20D
aartgh (ax+b) ac % ac
23. |, b, « — const., a0, az0; const.#0 de la classe C! | —I’équationseréduit par lasubstitution | le travail [6] p. 86
pour a=0 ou a=0 — (voir 1a) teh “P@_y(p) a Iéquation d’Abel de
o
premiére espece
u = IP Oﬁmw_. I&I'E
a arctgh (ax + b) ag % a
24. | 4, b, « — const., a#0, az0; | const.#0 de la classe C! l_,mn—mwmoc se réduit par la stubstitution | | travail [6] p. 86
s O ] ’ > u
L I’équation d’Abel

ctgh —==v(p) a
o

de premiére espece

Dans toutes les positions du Tableau I const. = constante réelle.

09

erodey v
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