PUBLICATIONS DE L’ISTITUT MATHEMATIQUE
Nouvelle série, tome 12 (26), 1971. pp. 161—177

OPERATEURS PARABOLIQUES DANS LE CALCUL OPERATIONNEL
DES DISTRIBUTIONS A SUPPORT DANS R} n>1.

Serge Vasilach

(Received March 16, 1971)
Summary

In the present paper we give definitions and properties of parabolic operators
obtamed by means of algebraic operational Calculus of Distributions (as de-
scribed in [2] and [3]). We use this operational Calculus to determine the fun-

damental solutions (in the space (D;ei ) of distributions with support in

R3 =]0, »[?), of some parabolic partial differential equations. We also de-

scribe the properties of these fundamental solutions, which will be utilised
in a subsequent article to solve boundary-value problems for parabolic differen-
tial equations and parabolic integro-differential equations by algebraic methods.

§ 1. Introduction
L. Position du probléme.

Le présent travail est consacré & I’étude des opérateurs du type parabo-
lique dans le Calcul Opérationnel algébrique des Distributions & support dans

R:, tel que défini dans nos travaux antérieurs [2] et [3]. Les résultats obtenus
dans ce travail (solutions élémentaires de divers opérateurs paraboliques) seront
appliqués ultérieurement a la résolution de diverses équations aux dérivées
partielles et integro-différentielles du type parabolique.

2. Les Algébres (Dgz) et (R, )-

+

Rappelons les notations suivantes (cf. [2], Chap. III, §1):

(D;qg)=algébre topologique de convolution des Distributions a support
dans R? =[0, o[

(&) =corps des fractions de convolution (cf. [2], Chap. I §1, N2 et
Chap. II, B), de I’algébré de convolution, sans diviseurs de zéro, (Dr3).

(@D;& ) =Ila partie de (Rg2) isomorphe 3 (Dg2).
(QD:RZ) est une algébre topologique sur le corps C des nombres complexes
+

(cf. [2], Chap. II, 2 iéme partie B, Nos 2 et 7) séparée et compléte.

X (resp. Y)=espace isomorphe & (R,), resp. (R,),); (D:\'+) (resp. (D,xr+))
= l’algébre topologique de convolution des Distributions a support dans
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162 Serge Vasilach

X, (resp. Y.); (@X+) (resp. (RY,)) =le corps des fractions de convolution de
(DX+) (resp. (DY+), (@DX ) (resp. (@DY )) =la partie de (Rx,) (resp. (Ry,)) isomorphe
3 (Dy,). (resp. (Dy,)).

(@DX+) (resp. (@DY+)) est une algébre topologique sur le corps des com-
plexes C, séparée et compléte.

Dy, ® D'y+=produit tensoriel des algébres (Dy,) et (Dy,). Nous étudie-
rons des classes d’équations de convolution dans (Dg2) (équations aux dérivées
partielles et équations intégro-différenticlles) qui transportées dans 1’algebre
(RD'R i) nous conduisent a4 la construction d’opérateurs paraboliques du type

exponentiel, qui constituent la base dans la résolution de certains types d’équa-
tions intégro-différentielles par des méthodes purement algébriques.

§ 2. Opérateurs paraboliques exponentiels.
1. Les Opérateurs exp ( —ixB (q)) .

Soient {4 (»)}, {B(»)} deux distributions de (Dy,), ({A(»)} inversible
dans (Dy+)) A(q), B(q) les opérateurs de (Rpy,) qui correspondent & {4 (»)}
et {B(y)} respectivement.

Considérons dans (D}gg) I’équation de convolution

) DS (@A (1)} + 15 (M) R4 (9)} * (B} *{E} =3 (9)®3 (7)

¥y Xy
ou l’on désigne par = (resp. = le produi* de convolution dans (D'Y+))

(resp. (D).
L’équation (1) transportée dans (@D’Rz) se transforme en 1’équation
+

algébrique:
2 PrRA()+u- 1,4 B(@I-E(p, 9)=1,81,.
(Pour toutes ces notations cf. [3], chap. IIl, §1).
§2, Nel
De (2) on tire:

3) E(p, q)- L31,

A@AQ) +p-1,04(q) B(g)

Mais [{4 (»)} inversible dans (D), 1 = [4(g) inversible dans (@D )] => ApRA(g)
inversible dans (@D 2) pour 2#0] = {(ApRA(g) +u-1 ®A(q)B(q)]} inversible
dans lalgébre [[(@D 2)1” 11, des séries formelles dont les termes sont des
éléments de (R )*)

*) Pour plus de détails sur les algébres de séries formelles, priére de consulter nos
travaux antérieurs [4] et [5].
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On trouve alors pour solutions formelles de I’équation (2):

4 [E (p, 9)]1= [ngw( — 1y A0 yn p-uD R B (q)7) 4 ().
Mais )

(5 x—pour x>0

*
R, 2 poiD ['}—{nx)}@m—{ n
n! 0 pour x<0
*
ou {Y (x)}#*D est la (n+1)-iéme puissance de convolution de la fonction de
Heaviside Y (x), considérée comme distribution de (D ).
Donc de (4) on tire:
1
©) (EG o= X (= 1yt " BGgy

A9

d’otl, comme série formelle dans algébre [[(D;&)N]] des séries formelles a élé-

ments dans (D}gz+ ):

M [E = {Ap) x H ] 1y (%-)"{f’{x)%““®{é(y)}"-

En posant

) [E, (v, Y]] = (—1y (“—){hx)}(”ﬂ)@{é Oy
nCN A
on a:
* Y
© [LE (v, )11 = {A )} = [IE, (. 1.
Mais

|G eer-rer X] = @ m-

1
YW S (—1)"(‘5‘~) = QBN - Y () {5 x )
ol ey
1 1 x

10 E [E— — 1) il B n_
(10) E = 3 )( )n!e;{ )

- %\— exp (-_-—;L—i QB (y)})
est une fonction exponentielle généralisée en x € R, a valeurs dans [[(D;)N 1

n *
Si {B(y)} est telle que la sériei z (—1)"(%\{) ®{B(y)}" converge
neEN
dans (Dy), alors {E,(x, )} est une fonction indéfiniment dérivables a valeurs

' . A 12 ’ N , , .
dans Dy i.e. un élément de 8, @ (Dy,)=8,(Dy,), ol 'on désigne par §,
I’espace de Fréchet des fonctions indéfiniment dérivables 4 support quelconque

sur X—=R, muni de la topologie de la convergence compacte, et par §, ® (D;/+)

11*



164 Serge Vasilach

le complété de &, ®,,(D'y+)= produit tensoriel topologique des espaces locale-

ment convexes &, et (D;r+), muni de la topologie projective de Grothendieck.®.
Dans ces conditions, il en sera de méme de [[E(x, »)]], donné par (9), et l’on
pourra écrire la solution de léquatlon (2) sous la forme:

(11 (E(x, 1)} = {Y ®-exp (l‘;—" ® (B (y)})] LA

Il est facile de voir que {E,(x, y)} vérifie I’équation différentielle

(12) 2916 2 ) 5 4w AB ()« {E, (6, 1)} =0,

ou les dérivées sont prises au sens habituel par rapport a x et au sens des
distributions par rapport a y.

Par contre, [[E,(x, ¥)]] est une solution élémentaire de 1’équation (1) ou
lon fait {4 (y)}=3(»).
En effet, on a, au sens des distributions dans (D,Ri)l
E, .
QMBI _y )® lim {5, (v, )} + () IR ()}
ox ox
-—8(x)®8<y)+¥(x)< S ELORGERD

d’ol la relation:

13 2050

+u{B (y)} [[E, x, )] =3(x)Q3 (»),

qui est équivalente a lequation de convolution (1), oll 'on fait
{40)}=30).

3(x)®8(y) _
A ()R8 (¥) + 18 (x)R{B (»)}

¥ () exp( * (B (y)})

On peut donc écrire:

(£ (x, M1 =

et 5()©3 ()

A () @A () + 3 (DDA ()} * (B())

{E(x1 y)} =

(13%)
— (A ()= (% Y (x) exp (;;ﬁ {B(») }» :

{E(x, y)} est la solution élémentaire de I’équation (1).

2. L’Opérateur parabolique iexp( i aid ®i{ 1]) .
A Aoy l/myl,

(AD=30) {BO)} =¥ (7) {%}

Pour

*) Sur les produits tensoriels topologiques d’espaces localement convexes cf. [6],
Chap. 1 ou [7] Exposés Ne1 et Ne 19.
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I’équation de convolution (1) prend la forme

}] (F (e, D} =3 (@5 (7)

(14) [m' MO () + 13 ()R () * {Vjt_y

dont la solution dans [[(D;ﬁ)”’]], d’apres la formule (11), est donnée par

(15) [[F&:‘;%]]—Y(x)%exp(“‘“‘@" {V_]) Y () [IF$ 2 =, y)ll,

A
ol
9 e ] Lexp (B 0 (L)) _
(16) [[FE&* (x, J’)]]~7\exp( ! ®ay{m})

0o (1
5 2005 (sl
neN ay Vﬁy
représente 1’expression de [[F (x, »)]], considérée comme fonction en x A valeurs

dans [[(D;ﬁ)N 1. Mais (cf. [2], Chap. I, §6, formule (13), p. 217), la relation

opérationnelle

1
(Dy+) 3 { V—E E QD}_;

nous donne

Yy y}
R e I v AL
y 1 2% y
a1 2o [ =g e @) = 8<2k>(y)*[V
et

y 1 2k+1

sk (o 1 Y2kt steen (1 1 Skl (1
) {m] =) {V?y] oy [wa] '

Compte tenu des relations (17) et (18), on obtient:

19y [[F§"¥ x, y)]]——[sm ( )®()ay{ : Hﬂ)

d’ol

[
P oany
Ty

D):>

7 (-

LLX 2k “’x 2k+1 1 ak+1
baidd $® ]
+<x) (2k)'® )= (x) (2k+1)!()yk+1{l/7'cy}+ ]

Pour y>0, cette expression se réduit a la fonction
=1 o/ 1 1 3 (1
20)  F&P(x, y)— “x®—~(:>+—<“_x) ®—{:}+
B oy\V=my/ 31\ A 8y Y=y

wx 2k+1 1 ok+1 1
= — )+,
( A ) Qk + 1) 0y"+1<l/7cy)

ou les dérivées sont prises au sens des fonctions.

1
2!
1
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Mais
ok+1 1-3.5 2k
@) (=)o) o 2kr D)
()yk+1 l/_-y 2k+1 sl VTC;V
Donc, compte tenu de (21), la relation (20) prend la forme
242 2\2
(22) (7\ “)(x,y)t—— » '36: I_EJ{{_.{.(H"X) .,1,_...
202y my 4)2y \4nzy/ 2!
“2x2>n 1
4+ N — e ],
(=1 (47\2 n!
¢’est-a-dire
2 4.2
23 PP - B a2
(23) ()mVpry

F§* (x, y) donnée par (23) représente I’ expression de [[F§"* (x, »)]] pour y>0.
Revenons maintenant a [[F® ® (x, »)]] donnée par (15); on a:

@4)  [FO(, y)]]-mY(x);[S(y) (;)o ;y{VLyH‘;")Z Ty

wx 500 pxyeet 1 o [ 1 ] .
+(x) (2k)'® - (x) 2k + D) op<+t | my * ’
Soit [[F®™® (p, ¢)]] I'image de [[F (x, y)]] dans [[(3%;2)”’ ]I, on a:
(25) [FO® (o, ll=— 3 (=1 (-) @ (Vg ).
A ncw

De méme, en transportant 1’équation (14) dans [[(St‘Dkz)N]], on obtient:
+

@6)  [[F&» (p, @ll=[lhp+ul/ gl = — ( - (f ) e/ 9)"

On trouve que [[FO-® (x, y)]] donnée par (15) (resp. (24) vérifie I’équation (14):
en effet, on a:

OfIF®» (x, yI1 _ 1 AN o
~ e ;- [V } [LF%» e, DI,

d’ou I’équation

(27)

ey AMEREI, S e = @@ )

ox by Vry

qui est équivalente & (14).
De méme, [[F"™ (x,)]] vérifie I’équation

s w)
29) LIPS (x, )]

O (1 tponw ~0
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d’ol I'on déduit, par récurreuce, les relations différentielles:

22 0% [[Fg“ W (x, y)]] 2k ok [[F(())\, w (x, y)]] -0

(30) ox2k oY%
et
PFIF T (x, (1Y
E2)) pzh [[a(;zm( D ok 0}7(“{Vn—y}*[[F(ﬁ’“)(x,y)]]=0

ou les dérivées sont prises au sens des fonctions par rapport 4 x et au sens
des distributions par rapport a y.

3. Propriétés de la fonction F§"¥ (x,y).

Revenons maiatenant a la fonction Fg"* (x,») donnée par (23). Il est

facile de voir que cette foaction satisfait aux relations différentielles:

s 7g2 F(()Z, w) \ aFg\, w) B

32 N — =0
(32) 12 2 5y
et
()3F(()l,u) o2 ( 1 (_p}xz))
3 3 L (——eX — 1) =
(33) A ox3 T 0y \Vry P 422y 0

les dérivées étant prises au sens des foactions. Cette solution présente, en outre,
une singularité au poiat x=y=0.

Si on coasidére F§"™ (x,y) comme distribution en y, et si on désigne

cette distribution par {F(()l’ ®) (x,»)} on a:

O ) px —p2x?
34 F§® (,0)} =Y (5) o = (WL ) .
(34) {Fo »} y)27\2yl/rcy xp \ ey
{F§"" (x, )} est la fonction en x € R, & valeurs dans (D}Jr); plus précisément

ona (F* P, )€ & & (D).

De méme que précédemment, on trouve que {F((f" ) (x, y)} satisfait, Vk € N,
aux relatioas différentielles:

()Z{F(()%, u)} w 2 ¥ o
1 ’ * ,» u)

()3{F(()7" ®y w\® (o1 —p2x?

(36) — 15} s (= e

ox? A ) Vry “Xp 4y /)’

ol les dérivées sont prises au sens des fonctions par rapport 1 x et au sens
des distributions de (D; ,) par rapport a y.

(35)

Cherchons maintenant les limites au sens de la topologie de (D;+) de ces
dérivés, lorsque x tead vers O.

Oa a:
L O{FO ) (u)z N E itm (P
(37 xh_l,%—()xr—_T 8" (») :E}){Fo 3

x>0 x>0
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et
2 () [ L (=20
(38) jlj%’ 533 3" (» )}1_{1’(1) Vmy eXP\ 45z .
X > x>0

D’autre part (cf. formule (57) du Ne 4 ci-dessous) on a:

o (s o (s M-l e}

. N ’
en tant que fonction en x 4 valeurs dans (Dy,).

On voit donc, en derniére analyse, que le probléme revient a calculer dans
’ . A
(Dy,), lim {F§"¥}.
x—0
x>0

La fonction F§"* ayant une singulaute au point x=p=0, on doit calculer
cette limite en ce point, le seul ol elle est différente de 0 pour x-»0. Pour
ce faire, nous allons procéder par régularisation (cf. [3], Chap. II, A, § 3, Ne3).

Smt ;(¥) une suite de fonctions de (D,),=(Dy,), qui converge vers 3,
dans (Dy+) (par exemple, si les o, sont >0, de support tendant umformement

vers origine de R) et telles que f o;(x)dx=1. Dans ces conditions, considé-
R

rons dans (D'Y+) le produit de convolution:

{F e s M} *{o; 0N} = [‘21—1/; j % (;;i) (%) exp (%22):) dz] )
0

On en déduit:

o y B o (y—2) (px\ _[—px?
ll_rﬁ) {Fo" " (x, J’)*“j(J’)}—{il_Ig lﬁf 2302 ( oxP 422z =)

=0
Mais (cf. [8], Chap. XXIX, Ne 544, p. 308):
y
. o (y—2) —p.2x2> } 1
40 lim L uxex dz | ={a, (0)} —.
(49) {x»g f27\221/zp“ p<47\22 {j( )}7\
y—>

D’autre part, on a, compte tenu de (40):

lim ( lim (F§ P (x, ) ¥ oy () = lim (F§ P (x, y)h 2 3(p) =

j— o
y—)O y—>0

.1 1
= lim —{&. (O} =3 (y)—
lim {5 (0} =3 )
d’ou,

(41) llm {F§" % (x, y}:i)\S(y).
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En vertu de (41), les relations (37) et (38) nous donnent:

ek O 2% 1
lim OKFG” (%, )} (%) S(k)(y)_f

250 a 2k
et
42) tim £ ) —(i)%”_@i‘f‘_{i]i
£ 0 x2k+1 A ayk+1 l/;:‘; A

Si I’on développe en série formelle de Taylor la fonction vectorielle {FQ g, »}
définie par la formule (34), on trouve, compte tenu des relations (42):

43) {F(()l’u)} = )\[ (v )—‘7\‘5;[—1/1:}4'(”)7 2]' 8 (»)—

2k+1 k+1
+<&’_‘> 1 8GR (y) — (V‘x) I 9 [ L]+ co
A (Qk)! A Qk+ 1D oyt (Vmy
On voit que ce développement est identique a la somme formelle [[F(A w (x, M1
donnée par la formule (19); on a donc:

) N - xz _ (A, )
{FE"™ (x, y)} = Y(y)z_k—_fy < %y ) [[Fo” 1.

D’autre part, si I'on désigne par {F*®(x, y)} la distribution de (D'Rgr) qui
correspond a la fonction F,(x, y), on trouve, en vertu de la formule (24)

{FO- (x, y)} =

(44) wx — p2x?
—Y®)RY()— I ex =[[F%® (x, )],
@Y 2 e oy |
d’olt dans (D}i) la relation opérationnelle fondamentale:
1 S
43) oY e (g -
Ap+ulyg A
wx wox (A, 1)
=YX)xY(p)—————— ¢ex F X, )i,
*) (y))\27\]/y p(w){o ()}

relation que 'on écrit dans les traités classiques de Calcul opérationnel sous
la forme incorrecte:

—px ©wx —p.zxz)
= ex .
exp (5 Va) PR P
Nous avons vu que [[F®" (x, 11 vérifie I’équation (28), c’est-a-dire, I’équation
de convolution (14).

La relation (44) nous permet d’affirmer que {F®w (x, y)} vérifie aussi
ces équations équivalentes.

Nous montrerons un peu plus bas que {F*W(x,y)} est une solution
élémentaire de 1’équation de convolution (14).
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Remarque. Nous avons vu que I'image de (14) dans (RDkz ) est doin
+

née par

(46) A x L)+ (L x V)] F&¥ (p, g) =1, x 1,

pour u#0, u(l, ® VE) admet ponr inverse dans ((@D;z ), Popérateur
+

1 ( 1

— lx ® _1_);

@ Va

d’aprés la théorie générale des sommes formelles (cf. [4] Chap. IV, Ne 6

Prop. 4) |:p. (jlc ® VE)-H\ r® ly)J admet un inverse dans [[S?D’Ri)”’]] don-

né par

ney

(47) [LF5* (p, q)]]—»—— > (—1)"( ) e (g,
dont ,,I’original*c daas [[(D;gi)”’]] est la série formelle
[[F5"* (x, y)11¥~[8 ) ® 7: —; ¥ (x) ® Y()+
LAWY ) (R
(48) IR ECERCY [V;y]
1 —
=S

__(i;\'_)ZkHS(ZkH) x) ® {f’(y)}"“#— e

. +(%)2k8(2")(x) ® {f'(y)}i{V

solution de I’équation (14) (resp. de (28)), qui ne se réduit jamais & une
distribution de (D;gi).

Nous avons déja rencontré des phénoménes analogues dans le cas des
équations différentielles. (cf. [5] Chap. 1, § 4).

1
AP L)+ul, Vg

4. L'opérateur Y (x) Ve /_ exp ( V‘é) -
Considérons daas (D;(i) I’équation de coavolution

49) DY@ (). {V_-}wa(x)@swy)] (G}=3() ®30),

qui, transportée dans (‘@D’R :) est équivalente a I’équation algébrique:
+

(50) NV +u(l, @ PlG(p,9)=1,® 1,
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Mais [Ap ® |/ ¢ inversible dans (), ’z N = {[Ap® Vg+u-1,®q]] inversible
,®1,

VE [p® 1+l ® V)l

d’ol, compte tenu de la relation (45):

dans (8, o W} = G 9)]1=

(51°) G, q)}—Vqu(x);exp( -ex VE) -

_ Y B _ n(ic)i n—1 P V.
Ly )[V# e et +]eu(sw I

d’on dans [[(D;&)”’ 1.
) ex o px\2 L0 (1
(52) [6 (e =Y () - [V : ®b(y)+(7\> 2!®0y[m]
ok

px\2E Lok (1 dux\et 1 o
*<x) @2k oyt [V Hx) ek DT ]

que ’on peut encore écrire:

(53) G pl- Y@ e [1] P wrese)+
A l/ny A

e ) o2
(4" reoprr a0y - ] ,

en tant que [’¢lément de [[(D;gg)’”]]. En tant que fonction en x & R la formule
(52) (resp. (53)), compte tenu de (21), se réduit a la fonction:

1 1 2
(54) Go (X, p)=— exp( W ) ,

A Vry o\ 4ay

Si I’on désigne par {G (x, y)} la distribution de (D,’;g), qui correspond a
la fonction G, (x, ), c’est-a-dire, si Ion pose

pour y>0.

: 1L
(55) ©x ) - @O YY) m‘”‘"( o)
on a
(56) {6 (% ¥} =16 &, Yl

Cela résulte de I’égalité (44).
En effet, de (51) on tire:

7 G(x, )= [ er—y] “ {F (5, )}
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D’autre part la formule (24), compte tenu de (53), nous donne

(58) { V?l?y} *[IF G5, DI =[G G 11
d’ott en vertu de (24) et (57):

[ V?F] * {F (x, )} = [[G (x, »)]1 - {G (x. y)}.

c. q. f. d.
On peut donc écrire la relation opérationnelle fondamentale:

1®1 1 1
Vanrp el +u(,®Ve Vg A

e m-rwerm (] e (50 iae )

(59) LY exp(——@ Vp)

Montrons maintenant que la distribution {F (x, y)} donnée par (44) est la solu-
tion élémentaire de 1’équation de convolution (14).

On a

Oa{f} 3()® llm {F} +-— {()F}

ox

. . 1 ,
Mais en vertu de (39), lim {F}:; 3¢,y dans (Dy,): d’autre part,
x—0

22 _ 22 _
2y ()G e
0x \222y)/ my 422y 22 oy [ wy 422y A /oy

Donc, en tenant compte de (57), on obtient:

ofF} _1 AN ko1,
Tt WE 0 (1)@= 3o -4 sl
d’ou
O{Fy o0 1 5
(60) el w] (F) =5 (@3 (),

équation équivalente a (14). c.q.f.d.
Montrons, de méme, que {G(x,y)} vérifie I’équation (49), c’est-a-dire,
Péquation équivalente:
2{G
61) 22493 [ }+
()x oy Y=y

Ea effet de (57) oa tire:

w9 s mes o).

"*{G‘}:{L_M}iﬁi};
ox Vwy ox
"Z{G}_i[ L}iaﬂ}
oxz  oy\V=y ox
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et 0{G} _ a[ 1 } (F (x, ),
oy oy Ymy
d’on
Y 92
7\{ L}*() {G}—l-pba{G} 7\8() Y(y)* {F}-i—p.a——{G}=
Vry) oxoy oy ox oy
(){F} 1y
= + —x {F} =3 ()RS (»).
0x uay[m} (F} -3 (@3 ()
c.q.f.d.
5. Propriétés de la fonction G,(x, y).
On a
) 1 1 — p2x?
Gy(x,y)=— ———exp|—r
- o5 2) A Vamy p<4k2y)
d’ou oG,
®
—| F X, ’
P e EA
avec F,(x, y) donnée par (23).
Oa en déduit
2
1) 0G0:_< >0F
ox? ox
d’ou en vertu de (33)
5
(62) 3G, ( )()G
ox? oy

D’autre part, les relations (33) et (61) nous donnent:
%:_<ﬁ_)3£€g. G, _ _(1)3.%
ox3 A 02 ox - A oy

NOll:l‘S dirons que les relations (63) sont des ,,relations de ;éciprocité“ entre G,
et F,.

Considérons maintenant la fonction en x & R, distribution de (D;+),
donnée par

(64) {Gy (%, )} = Y(y)“

(63)

75 () i)

On déduit les relations différentielles:

PGt _ (Vs 2
(65) e —( x) 3 (1) *{G,}-
et

63{G0} _ (™ e :
(66) S (x) 8 () * {Fy}.

La relation (65) est ,,en réciprocité* avec la relation (36), qui peut se mettre
sous la forme:
O*{Fo} Y y
——2 = () 8 () * {G,}.
0% ()\) ) *{G,}

Revenons 4 I’équation (50) image de I’équation de convolution (49).
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1
L’inverse de p(l,®q (@D 2) est 'opérateur ot auquel correspond
p1,®q

la distribution ~8(x)®Y(y), inverse de pd(¥)®8 (y) dans (D,'Qg). Donc,
N

3 (1,09) +1(r® V9) (resp. w3 ()@Y (y)ma'(x)@w)*[

(i)

inversible dans [[({,’ )¥]] (resp. dans [[(D;z’ )¥11, correspond une seconde solu-
DR-zf +

ton [[G,(p, ] (resp. [[{G, (v, y)}I] dans [[(¥p}; )11 (resp. [[(D&2)*1), donnée

par

(Gl = 2 (~Dyaopedprg L (qu)"

(esp. [G, (v, Y= 3, (= 1y 0030 (@Y (3)+ {Vﬂ I

qui ne se réduit jamais d un élément de (@D',) (resp. (D;qg)) On voit que

[[G, (x W] est une fonction indéfiniment derlvable de y>0, a valeurs dans
[[(D )¥1]. Plus précisément, la relation opérationnelle (59) peut s’écrire:

1 22 1
{G(x, »}- Y(x)®y(y)( BT (77412)6 >>: Vaop+uVa

11 o~y 11 1
=—t~exp(—~l/q):—,——-~ .
A1
Vg » A g w2, L
. ® q
Si P’on prend

. 1 11 B
(G0 M=o —eXP<——l/q),
Vap+uVe) Vg » A
alors {G (x, y)} est fonction en x pour x>0, A valeurs dans (D;»+), dont le
developpement en série formelle est donnée par la formule (52). Par contre,

si I’on prend

{G(x’ y)}: : ! !

1, 1
Va VaGp+eVa g w2, L7
v Ve
dans ce cas, {G(x, y)} est fonction indéfiniment dérivable en y>0, a valeurs
dans [[(D%,)"]], dont le développement en série formelle est donnée par:

*

66  (Grp}-— (~1)”(%)"8(”’(X) ® Y(y)i{v;;y}",

% new

d’ou V’on voit, que pour y -0, on a:

(66)" lim {G (x, y)} - 13 (x).
y—0 3

y>0
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1, ® 1,
AR q+u(l,®qVq)

~Y ()@ Y(y)—i—[l—exp (%)F{%” ()

4 ’ , . .
Considérous dans (Dg’) I’équation de convolution

6. L’opérateur

11 ®
=Y (x)——exp (——x =
()M P ( Af

67) [{W(x)@8'(y)+u8(x)®8"(y)i[ 1 ]]?{H<x,y)}=8(x)®8(y),

Vry
dout Pimage dans (E?D;?i ) est ’équation algébrique:
(68) NeR+u(l, @ aVHP.9)=1,01,,
d’olt
1 1 Y(x) 1 ® X
H(p, q)=-= — =" exp (— V)=
(69) q Ap+nlqg g 2 A

e e e (5579

Compte tenu des relations opérationnelles (45) et (59), on trouve pour ,,original*
de H(p,q) dans (Dy):

y 1
(70) {H, (5, 20} =Y 0D} 5 {F, (x, y)}[}i{co (x, )}
Vry

Mais

y y p‘x ___p'2x2

x - o d
(71 (YO0} * {Fy (6.9} {fmzl/”exp (aer)e )

0
en tant que fonction en x & R et distribution & (D;Jr). D’autre part, on sait
que l'on a:
) t
erf (t)—V7t fe_" du:l_l_% fe"" du=1—erf (7).
‘ 0
Donc
1
{Hy(x, W}=Y () N erf (2i;;) , €t
(72)
H,(x, y)=—)1\— erf (2)\%) , pour x>0, y>0.

(3)  HED-TOHEN TR O Y0) - o f, (mf)

on trouve finalement la relation operatlonnelle.

1
74  YeY I~
9 AMpeq) +p(1,09)q) &) (y) erf (27\VJ’) {H(x, )} =

— (Y ()} {F (o )} = ] “{G o )

s
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ot {F(x,»)} et {G(x, y)} sont données respectivement par (44) et (55).

Remarque. On peut aussi obtenir les relations opérationnelles (74) a
I’aide de la théorie des séries formelles, en cherchant dans [[(RD;Z)W 1] Tinverse
+

de Popérateur [A (p®Rq)+p (1,049 Va)l.

7. Propriétés de la distribution {H,(x, y)} et de la fonction H(x, y).
De la relation (70), on déduit:

8- ron -
a{Ho} o af)l;o} {V%};ago}.

d’ott compte tenu de (35), (resp. 61) les relations différentielles:

NIUARIRIL,

(73) ox? oy =0
et )
P {Hy (e S (0 ¥
(76) (L) oG vnew,

ol les dérivées sont prises au sens habituel par rapport a x, et au sens des
distributions par rapport a y.

De méme, on trouve que la fonction H,(x, y) vérifie ]es relations dif-
férentielles:

2H 2 0 H,
7 P H, ( )
0x? A/ Oy
3 3
(78) ‘)Hoz_(i) G yueN,
ox? A/ Oy
En effet, on a:
y
(79) Hy(x, y)=[ Fy(x, 2) dz,
0
d’olt
0H,
f_F(xa y)
oy

(80) %g—o:jaF—oa(;c’—Z—)dz~—(%)jai";:—’z—)dz:—(%>60(x,y)

0
32 2 2
ox? t)x 0 AJ oy

d’ol les relations (77) et (78).

et
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Montrons maintenant que la distribution {H (x, y)} est solution élémentaire
dans (Dg2), de I’équation de coavolution (67). En effet, on a:

(H )}~ {¥ )} {F (. )},
d’ott ’on déduit:
0*{H} _ M
ox0y Ox

e
d’ot. enfin:

(())ij){j oy {V:cy] )= ka{F} LW [VL] {F}=3x) @30,

I’équation (67).

et

qui est équivalente a

Remarque. Nous avons vu que les fonctions F,(x, y), G,(x, y),
H,(x, ) données respectivement par les formules (23), (54) et (72) sont solu-
tions de I’équation parabolique

2T _ 2% o

0x? oy

C’est la raison pour laquelle les opérateurs correspondants sont dits du type
parabolique.

Dans un prochain article nous appliquerons tous ces résultats 4 la re-

cherche des solutions dans (D;gz), de certaines équations aux dérivées partielles
et intégro-différentielles du type parabolique.
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