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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE
LOWENHEIM SUR LES EQUATIONS DE BOOLE

Coriolan Ghilezan
(Communiqué le 10. Juin 1970)

Le théoréme de L. Lowenheim [1], [2] sur les équations de Boole, a été
étendu par P. Ivanescu (Hammer) [4] sur les équations pseudo-booliennes.

S. Rudeanu [3] a2 démontré que les résultats obtenus par L. Lowenheim
peuvent étre utilisés dans la détermination de tovtes les solutions générales du
systtme des équations de Boole.

Dans notre travail nous allons étendre ce théoréme pour une relation
définie sur I’ensemble fini.

Soit donné un ensemble fini Sp={s1, Sps e ees sp} (avec de p éléments)
et que

(hH f:Sy—~E
soit une fonction ot E est un certain ensemble qui contient entre autres deux

éléments désignés par O et 1, ainsi S,=S, x 8, x - - - x§,.
Le probléme consiste & déterminer les solutions générales de la relation

(2) f(x17x25'-~,xn)€D

(c’est-a-dire, déterminer Iensemble f-! (D)), si nous savons une des solutions
particuliéres.

Par rapport a cette relation introduisons les relations suivantes

1, si f(x, x,, ..., x)ED

e D)=
Lf (xy, s, x,) & D] {0, si f(x,x,,...,x)&D,

€)
N ~—— (0, si f(x, X5, ..., x)ED
[f(x, xz»-“’xn)eCD]:[ f( 1 <
1, si f(x;, x5, ..., x)ED,
et aprés
) X“={1’ o
0, si x#a, x,0CS,.
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Supposons que dans I’ensemble S,UE lon introduit les opérations +et-,
qui ont les propriétés suivantes:
0-1=1-0=0 0.-0=0 1.1=1
&) q:0=0-9=0 l-g=q-1=¢
u+0=0+u=u, (uZE, qESp).
Lemme 1. S est

xi=ii[f(171,172, . -’Pn)GED]"I‘P,'[f(PpPza "'Jpn)GED]a

il résulte
Xi =& Lf (P P2s - > PYEDI+PILS (Pys P2s - -, PYED), aES,.
Soit
x,':ii[f(pla p2a ,Pn)EED] +p1[f(pl9 p2a . --,P,,)GED],

(6)

XiZE [Py, pas - PYEDI+ DI LS (Bys oy -+, PYED), 2 ES,.
Si f(py, Pys ..., P)FD par rapport a (3), x;=E,, et par rapport a
@), xi=Ef, acs,.
Tandis que si f(p,, p,, ..., p,)ED par rapport & (3), Xx,=p,; et par rap-
port & (4), xi =pf, &S, c’est en contradiction avec (6).

Lemme 2. Chaque fonction du type (1) peut. étre transformée comme suit
FO Xay ooy X) =20 (g, 0y o, o)) X5 X2 X,
(o, ops ovoy @, )ES,

La démonstration de ce lemme est pareille a celle du lemme dans le
travail [5].

Théoréme. Si (§,,8&,,...,8,)ES, est une solution particulicre de la
relation (2), alors sa solution générale sera

(7 X =8, [f (P> P2s s PYEDI+D,[f (P, P2y - PYED), i=1,2, ..., n,

dont (p,, py, - .-, p,) est un vecteur arbitraire de Pensemble S.

Soit (£, &,, ..., &,) une solution particuli¢re de la relation (2) et la so-
lution générale de ce terme (7).

En conséquence du lemme 1 et du lemme 2 on a:

F(x, X, ooy X)) =

> f(ocl,ocz,---,an)ir:Il@?"'[f(pl,pz,...,pn)eEDH

+p?‘i[7fp19 p27 AR ’pn)GED])=
20 S ) GUER . ER £ (py, Doy ..., p,) D]+

oy oy

+pu pr - ‘P:"[f(Pl,Pz, .- ,Pn)@D])=



Une généralisation du théoréme de Lovenheim sur les . .. 59

[f(pl’pZ""7pn)$D] z f(al’ dz,...,d”)g?‘ 02‘2""9 z”+

(Otge 0gy o v v s oc,,)ES;
[f(Pl’Pza---,Pn)Q:_D] Z f(al,dz,...,an)polquz...pz”=
(o1, az,...,a,,)es;

[f(pl’ PZ’ --.,p,,)GED]f(EI, EZ’ tet En)+

+ 1 (Prs P25 -5 PIEDLS (P15 P25 - - P)ED,
parce que si f(p,, pys ..., p)ED il suit que

[f(Pl’ Dys oo vy pn)&ED]f(pl’ 22 IR Pn)=0,
mais si f(p,, Py, -, P)ED, On a
[f(p19 Das - o P,,)@D]f(ip Ezy LR E”)z(),
Soit (xi,x;, A x;,) la solution de la relation (2), il suit que
[f(x1, X2, ..., X)ED]=0, [f (1, %2, ..., Xn)&ED]=1.

Par conséquent p,=x;, i=1, 2,...,n on a

x, =8, [f (X1, X2, - .oy X) E DY+ Xi [ f (X1, X2, ..., X)EED]=x;, i=12,...,n,
et le théoréme est démontré.

Exemple. Soit donné l'inéquation

>
=1 i

ol +et- sont des opérations arithmétiques ordinaires, a;, i,...;, nombres réels,
(x,, x5, ..., x,) appartiennent a I’ensemble S,={0, 1, ..., p—1}~

La solution particuliere de cette inéquation est & =&,= ... =, =0, ct
sa solution générale

2 0 _1 p—1_
. .. Za;1;2...ipxilxi2-~-x,-,, <

=1 ip=1

1 M=

1

n

L < 0 1 = .
xJ:pl[z Z"' zailiz-nippilpig"'pi’;v >0]5 ]:'1529"')”
i1=1 i,=1

ip=1

ol sont (p,, Pas s P)ESH
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