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SUR UN THEOREME CONCERNANT LE CAS GENERAL
D'EQUATION FONCTIONNELLE CYCLIQUE, LINEAIRE,
HOMOGENE A COEFFICIENTS CONSTANTS

S. B. Presi¢ et B. M. Zari¢
(Communiqué le 5 Mars, 1971)

Soit S ensemble non vide et 0 une application donnée de S dans S avec

la propriété
" (M)=M (MES),

n étant un nombre naturel fixe.

Dans cette note, on considére I'équation fonctionnelle cyclique
(1) ay fM)+a, f O M)+ - +a,,f O M)=0 (MEcS),
ou a;, (i==0,1,2,...,n—1) sont des nombres réels (ou complexes) et la fonction
inconnue f applique S dans l'ensemble des nombres réels (ou complexes).

Si l'on désigne, par convention, la fonction f (8* M) (MES) par
f* (k=0,1,2,...;0" lapplication identique), l'équation (1) prend la forme
suivante
(1" ayf+a, ft+..- +a,, fr1=0.
Posons

E(X)=a,+a, x+--- +a,, x»!

(c’est le polynome caractéristiqgue de I'équation (1')

C'est dans 1 (p. 369) qu'on a démontré le théoréme suivant:

Soit

1—x?=D (x)- F(x),

ot D (x) est le plus grand diviseur commun des polynomes 1—x" et E(x).
Alors la solution générale de l'équation

(1) E(f)=0
est donnée par la formule
f=F(),

ot U désigne une application arbitraire de S dans l'ensemble des nombres réels
(ou complexe). Il faut entendre ici par F(U) la fonction

by U (M)+bU O M)+...+b,U 6 M) (M. S)

(ou bien, d'aprés la convention ci—dessus, la fonction b, U + b, U+ ... +b,U9),
le polynome F(x) étant by+b x+ ... +b x5
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La démonstration de ce théoréme que nous allons donner est plus simple
que celle de Ghermanescu dans 1.
Dans cette démonstiation nous allons utiliser les deux faits suivants:
1° S8i f=0, alors P(f)=0 pour tout polynome P.
2° Si
R =P (x) Q (x) (P, Q, R étant des polynomes), alors on a
R(NH=PQ(N)

pour toute fonction f.

L’assertion 1° est évidente, et l’assertion 2° peut étre prouvée comme il
suit: avec

P
P(x)= z ap x*, Q(x)= i b, x,
k=0 =0
on a

14 p ‘ q k P q
POQUMN =3 aQ*=3 g (z b,fl) - 34, S b/ =R(), cald.
=0 k=0 =0

k=0 k=0

Les polynomes D (x), 1—x® et E(x) sont liés par une identité de la forme
(2) D (x) =P (x) E(x)+Q (x) (1—x"),
P et Q étant des polynomes. Au moyen de (2) nous allons démontrer que
Iéquation E(f)=0 est équivalente & 1’équation D (f)=0.

En effet, si £(f)=0, nous avons, d’aprés 1°, 2° et (2),

D(f)=P(E(f))+Q(f—/*)=0.
Inversement, si D{f)=0 et E(x)=G (x)- D (x), alors
E()=GD(f))=0,

Donc, E(f)=0& D(f)=0.

Nous démontrons, ensuite que f= F(U), avec U arbitrairement choisi, est

la solution de (1°).
On a b(x)=1—x%=D(x)- F(x) et par suite

D(f)=DFU))=b(Ur=U-Ur=0.

Démontrons enfin que la formule f=F(U) contient toutes les solutions
de I’équation (1"). Les polynomes D et F sont premiers entre eux et, par con-
séquent, il existent deux polynomes K et L tels que 1’on a

Il =F(x)K(x)+L(x)-D(x).
Par suite, pcur n’importe qucl f,
f=F&KU))+LD)).
Donc, si T'on a en particulier E(f)=0, c’est-a-dite D(f)=0, on obiient
f=FEKMN=FU), U=K(f).
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