PUBLICATIONS DE L'INSTITUT MATHEMATIQUE
Nouvelle série, tome 11 (25), 1971. pp. 9—105

SUR CERTAINES INEGALITES INTEGRALES
ET LEURS APPLICATIONS

D. M. Simeunovi¢
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1. Le but de cet article est de donner une preuve unifiée pour une suite
d’inégalités élémentaires habituellement obtenues par des procédés différents et
quelquefois compliqués (voir [2]—[6]). Le procédé que nous exposons ici, nous
permet également d’établir d’une maniére simple la convexité logarithmique
d’une classe générale de fonctions définies par des intégrales ou figurent des
paramétres. Cette convexité logarithmiques de différentes fonctions est parfois
démontrée d’une maniere plus compliquée, comme par exemple dans le cas de
la fonction I'(¢) (voir, par exemple [7]). »

Nous considérerons ici les propriétés des fonctions données par des
intégrales définies ou figurent des paramétres dans ’exposant. La forme géné-
rale des telles fonctions, considérées dans cet article, est donnée par les intégrales:

b
(a) 1t)= [[fx)f g (x)dx,

b
(b) I(t, W= [[f(0))[g ()] (x) dx.D

Nous démontrerons, dans la section 2, deux théorémes sur les intégrales
(a) et (b), et ensuite, dans la section 3, nous donnerons certaines applications
de ces inégalités, dans des cas ol le choix des fonctions f(x)} et g(x) est
simple, ce qui nous permettra d’obtenir immédiatement une suite d’inégalités
élémentaires.

2. Théoréme 1. Soient f(x) et g(x) des fonctions non négatives sur
le segment [a, b}, et soit t un paramétre réel, tels que nous avons
b

(1) 1()= [If (0)F g (x) dx.

a
Nous avons alors:

1° La fonction I(t) satisfait a linégalité

1 1
— — 1 1
) I(s+a+B)<U(s+ap)l? [I(s+Bg)* (;+q=1, p>1),
a condition quexistent les intégrales au second membre.
D Le segment [a, b] peut étre infini.

7%
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2° La fonction I1(t), définie par (1). jouit de la convexité 'logarithmﬁ]dé,
Cest-d-dire que

3) r (%) <I() I(t,).

Cette fonction est par suite également convexe au sens ordinaire du terme.

Remarque. L’intégrale 7(¢t) définie par (a) peut €tre donnée dans une
forme plus générale, comme une intégrale de Stieltjes:

A b, L
L= [If @) g (x) dh (x)
ol h(x) est une fonction non décroissante sur [a, b]. Les affirmations 1° et 2°

sont alors valables dans une forme analogue.

Démonstration de 1° Etant donné que

s 1\ f s 1
e =\ S48 -
f““*"g=<f” g”)(f" g">,
nous aurons dans notre cas, d’aprés l'inégalité de Holder
b

b b b
s 1 s 1 1 » 1
Freeseane fliv i el frescan{ [ ovea.

a

ce qui, d’aprés (1), représente l'inégalité (2).
tl

?’

Pour la preuve de 2° il faut poser, dans (2), s=0, p=g=2, a=

Théoréme 2. Soient f(x), g(x) et h(x) des fonctions non négatives sur le
segment [a, b], ‘et t, u, des paramétres réels tels qu'existe la fonction

@ 16 0= [[7OF & QI h () dx

Nous avons alors:
3° La fonction I (, u) satisfait a linégalité
(5) I(s+a+B, rey+d)<

1 1
L Lo
<UGstap rixpP UGB redalt (o tat p=1),

a condition qu’existent les intégrales au second membre.

4° La fonvction I(t, u)y posséde la convexité logarithmigue, c’est-d-dire
t -+t
©6) Iz(Lzz, 1’—;@—-)«(;“ w) (b, ).
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La démonstration de 3° s’obtient par I'application de V’inégalité de Holder,
a Pident.té

( Sha Ty L)( S.g ris L
fs+a+[3g~r+y+8h= f” gp h? fq gq he.

Pour prouver 4° il faut poser dans (5) s=r=0, p=g=2, oc=t?1, B=l2—2—,
e WP . ]
T 0T

Des exemples de fonctions de la forme (1), respectivement (4), sont don-
nés par les fonctions I’ (1) et B (¢, u):

F(t)=fxt-ﬁdx=fxt—le"”dx (t>0),
X

0 0
1

dx=fxt-1(1—x)‘“—1 dx (t>0, u>0).

1
1
— £ (] —x)%. ——
B(t, u) fx( x) e
0

—X)

D’aprés le théoréme 1, respectivement 2, ce sont des fonctions qui ont la
convexité logarithmique.

Pour a=0, B=1, p=g=2, s=t, on obtient de (2) I'inégalité

29 Pe+D<I(®)I(t+2).
Pour t=n—1=0,1,2,...,(2) se réduit & I'inégalité
2" Pm<I@—D)In+1), n=1,2,...

obtenue par G. Pdlya et G. Szegd [1, vol. I, sect. II, probléme 199] en prenant
des fonctions positives et continues f(x) et g(x) sur le segment [a, b].

3. Applications. De (2), (3) et (2'), ainsi que de (5) et (6) on
peut obtenir une suite d’inégalités particuliéres. Nous nous bornerons ici & un
cas simple quant au choix des fonctions f(x) et g (x). Nous obtiendrons une
inégalit¢ et nous démontrerons, entre autre, qu’elle contient plusieurs résultats
connus.

I
Exemple. Soient f(x)=x, g(x)=—. Nous avons alors, pour ¢#0,
X
d’apres (1)

bt—at

b
I(t)=f NELS .
X

t
Pour b>a>0 et 1>0 de (2') nous avons I'inégalité
t+1 __ 40+142 .t t+2_ At+2
<b+ a+><(b at) (bt+*—at+?)
r+1 t(t+2)

qu’on peut écrire dans la forme
(bt+1—qgt+1)2 _ (bt*1—at+1)2— (b—a)? (ab)t
(t+1)? 1(t+2)

b
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d’on

t
@) b+l —gt+l > (t + 1) (b—a) (ab)?2.

Si nous posons, dans (7), £+ 1=r, nous obtenons I'inégalité

r—1

(8) br—ar>rb—a)(@h) 2 (b>a>0; r>1).

Cette reJation devient une égalité pour b=a ou r=1.
1 1

. — — 1
Si nous posons, dans (8), b=y", a=x" et r=—- (0<s<1) nous obte-
nons Pinégalité
s—1

©) Pox<s(—H) @) T (>x>0; 0<s<).

Ceci se réduit a I’égalité pour y=x ou bien s=0, respectivement s= 1.

De (8) et (9) on peut obtenir une suite d’inégalités particulieres. Nous
nous bornerons ici & l'inégalité (8) dont nous tirerons, entre autre, plusieurs
résultats connus. Certains d’entre eux seront généralisés, d’autre seront rendus
plus précis. Nous exposons certains de ces résultats, ot # est un entier positif:

(10) l—x?2>2nx"(1—x) (O<x<]) [2, p. 139]
o+l (a+1) 1
1n X T P sl w1 [2, p. 181]
X*—x—* ox
24 ... n 1
(12) Iratai+ - +a” ntl o 0,n=2) (2 p. 142]
a+a’+a+ - +ar! n—1
1 —xn+l 1—xn —
(13) > Vx (0<x<1) [3, p. 123]
n+1 n
En posant =1, a=x (0<x<1) et r=2n dans (8), on obtiendra I'inégalité
1
(14) 1—x20>2nx" 2(1—x) (0<x<l).
Cette inégalité est plus précise que (10).
Si on pose, dans (8), b=x% a=x*(x>0; x>1) et r=°(—+—B (x>0, 3>0;
oL

donc r>1) on obtient l'inégalité

x%HB . x—(4B) " o+ g
X*—x* o

(15) (x>0, B>0; x>1).

. 1 .
En substituant, dans (15) x par —, ol on a maintenant 0<<x<1, on aura de
x

nouveau l'inégalité (15), ce qui signifie qu'on a la relation

x%B—x—@+B) o 1B
>

X% — x—%

(16) (x>0, >0; x>0 et x#1).
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L’inégalité (16) peut étre écrite dans la forme

2¢+2{5__1
(17) Ll 2B >0, 80, x> 1),
x8 (x2*—1) o

c’est-a-dire dans la forme

] — x2o+28 .
(18) > >a+B Sa>0, B>0; 0<x<]1).
xB (1—x2% o

Pour B=1 il résulte de (15)
xerl _x—+l) g 1] .

(19) > . (@>0; x>1).
X*—x—% o

L’inégalité (19) est plus précise que (11).
Remarquons que le signe d’égalité dans (12) est valable pour a=1. Pour
cette raison nous considérerons le cas pour a>0 et #n71. Si on pose, dans (17),

Lond , B=1 et x=a>1 et en divisant le premier membre par (¢—1) on

o=

obtient I’inégalité (12) pour a>1. On obtient la méme inégalité de (18) pour

O0<a<l.
L’inégalité (13) résulte de (18) pour a=§ et (3=%.

On peut aussi obtenir, de (8), les inégalités suivantes:

n-1
22>14+n22 ' [2, p. 119]
n 1
X < 12, p. 144]
l4+x+x24 .- +x1 2n+1
ntl a—i
m”—1>n<a 7 ) (x>1) [2, p. 162]

de méme qu'une suite d’autres résultats. Ainsi, par exemple, pour b=x?,
a=x-%(x>1, s>0) on obtient de (8) I'inégalité

(20) X—x "> r(x5—x%) (x>1; r=1, s>0).
Si nous posons x=e dans (20), nous obtiendrons I'inégalité
shrs>rshs (r>1, s>0).

En partant de (8) on peut obtenir d’autres résultats. Ainsi: Pour la
fonction

@) F@=cot S X% (>0, k=1,2,...,m r>1)
k=1
on a I'inégalité o
(22) f®)—f@>b—a)f (Vab) (b>a>0).
Démonstration. De (21) on a
(23) FO—f@=3 o br—an),

k=1
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D’aprés (8) on a les relations
bk—ak>r, (b—a)(Vab)*™', k=1,2,...,n,

et d’aprés cela on peut écrire (23) sous la forme
f®—f@>b—a) 3 erl/ab)* ",
‘ =1

ce qui, en d’autres termes, représente (22) étant donné que

7 (V%)=él cere (VaB)"e ™,

Soit r,=k=1,2, ..., et soit la série
(24) f@)=cotex+ 3 Xk (>0, k=2,3,...))
k=2

convergente pour |x|<R. On a alors, pour a, b&[0, R), linégalité
fO)—f@>@®—af (Vab) (b>a>0).

Exemple. Etant donné que

tgx= z €y gy X2E (Czk—1>0, k=1,2,...; 0<x<£>,
k=1 2
on a

tgB—tg o> (B—oa) (1 +tg? /uB) (—;—>B>a>0).

Considérons de nouveau la fonction
b
1(:)=fxt.idx (b>a>0),
x

b2e?
2

L’inégalité (2"), pour ¢=0 se réduit a I?(1)<I(0)I(2), ce qui, pour
notre exemple, méne a l'inégalité

2.2
(b—a)*<(Inb—In d)- —b—z“— (b>a>0),

d’ou il résulte que I(0)=Inb—Ina, I(1)=b—a, I1(2)=

qui pour b>a>0 peut étre écrite dans la forme
b+a b—a
2 " Inb—Ina

Il existe plusieurs preuves de l’inégalité (25). L’une d’elles est donnée dans [4],
une autre dans [5, p. 158}, une troisitme dans [2, p. 192], et encore deux
preuves dans [6, p. p. 273 et 274].

25) (b>a>0).
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Partant du théoréme 2 nous avons tiré la conclusion que la fonction
B(t,u) a la propriété de convexité logarithmique, d’out résulte, d’aprés (6),
Pinégalité

L+t
B2 (g %)g; (1,, ) B (1, ),

2
qui se réduit, pour t,=p-+r, t,=p—r, u;=q+s, u,=q—s (p>r>0, ¢g>5s>0) 2
(26) B2(p, 9 <B(p+r, q+5) B(p—r, 4—5).

Soit f(x)=x"(1—x)*(r>0, s>0). On a alors

M= gmax (o =) ()

A la suite de
1 1

B(p+r,q+s)= f xPH=1 (] —x)e+s—1 dx = ff(x) xP-1 (1—x)2-1dx
0 0
t

<M f xp—1<1~x>q—1dx=( ! )( s )SB(p, 9,
. F+s/ \r+s
0

(26) se réduit a l'inégalité

r+s r+s
obtenue par P. Kesava Menon [8] (cf. [6], p. 289).

B(p, q)<( ’ )( s )SB(p—r, g—s) (p>r>0, g>5>0)
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