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DETERMINANTS ET POLYNOMES DE LAGUERRE GENERALISES
Letterio Toscano
(Recu le 1. Octobre 1969)

1. Pour l'effet de représenter au moyen des déterminants les polyndmes
que nous avons déji introduit [1] qui généralisent ceux de Laguerre, calculons
tout d’abord les deux déterminants suivants:

1 (x+1, v) (x+1, 2v) cre (41, n—1v)
1 (a+2,v) (x+2, 2v) cee {a+2, n—1v)
Dl(n; oy V)= . . ’

1 (e+n—L v) (a+n—1, 2v) - (a+n—1, n—1v)

1 (x+mn, v) (a+n, 2v) coo (x+n, n—1v)
D,(n; o, v; m+1)=
1 (@+1,v) cee (@1, m=1v) @+, m+iv) cee (k1 nY)
1 @+2,9 ver (2+2, m—1v) @+2, m+1v) cee (@42, 1Y)

1 fa+n—1, ¥} +« (@+n—1, m—1v} (@+n—1, m+1v) --- {@+n—1, nv)

1 @+n v see (a4 n, m—1v) {x+n, m+1v) eve (o, nV)

olt m, n, v sont des nombres entiers et positifs, « un nombre réel quelconque,
(k, Vy=k(k+1)...(k+v—1). Mais avant tout, remarquons que le procédé et
les résultats seront toujours valables lorsque v n’est pas un nombre entier, et il

faudra remplacer (k, v) par le rapportm

ou I'(x) est la fonction gamma
eulérienne de seconde espéce.
2. En premier lieu observons que
k+1L v~k vy=k+1)(k+2)- - -(k+v)—
—ktk+1)- - (k+v—1=vk+1, v—1).

Ensuite appliquons sur les lignes de D,(m; «, v) les opérations (n)—(n—1),
(n—1)—(m—2),..., (2)—(1); et développons selon les éléments de la premiére
colonne. On a
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Dl(n; o, v)z

vi{e+2, v—1) 2v{e+2, 2v—1) e Dy +2, a—1v—1)
v(+3, v—1) 2v({e+3, 2v—1) cer (=D v(@e+3, n—1v—-1)
vig+n—1, v—1) 2v(@+n—1, 2v~1) .- @—Dvl+nr—1, p—1v—1)
v{®+n, v—1) 2v(a+n, 2v=1) s (a—=D)v(@+n n—1v—1)

En D, (n; a, v) divisons les éléments de la 1° colonne par v, de la 2¢ par
2v,..., de la (n—1) par (n—1)v. Divisons encore les éléments de la 1¢ ligne
par (x+2, v—1), de la 2¢ par («+3, v—1),..., de la (n—1)¢ par (x +n, v—1).
On obtient la relation de récurrence

Di(m o, V) =(n— 1! v 1{a+2, v—D{a+3,v—1) - -(a+

+n, v—1)D;(n—1; a+v, V).
D’aprés cela on obtient

Dy(n; o, V)=[n—1! v 1(a+2, v—D{a+3, v—1): - - (o +n, v—1)]-
Jr—2)tve2 (o v+ 2, v— (e +v+3,v—1). - (@ +v+n—1,v—1)].
=3 v 3 (@ +2v+2, v— 1D (o +2v+3, v—1)- - -(x+2v+
n—2, v 1)+ - -[2! Vi(a+n—3v+2, v—1)(a+n—3v+3, v—1)]-
1 v(e+n—2v+2, v—1)] = 7 |
=1121. . «(n— DIvr -D2(g + 2, v— D (e + 3, v— D(e +v+ 2, v—1)] -
e+ 4, v—D(a+v+3, v—1(e+2v+2, v—1)]- - -

Joe+n, v—D{e+v+n—1, v—1D- - {a+n—3v+3, v—D(a+

+n—2v+2, v—1)]
Ftant donné que
(+3, v—D(e+v+2, v— 1) =(x+3, 2v—2)
(x+4, v—D{e+v+3, v—D(a+2v+2, v—1D)=(x+4, 3v-—3)
(e+n v—1D(a+v+n—1, v—=1) - (@ +n—2v+2, v—1)=(a+n, n—1v—1),
on parvient a
Dy(n; a, v)=1! 21. . c(n—1)! veD2(e +2, v—1) (o +3, 2v—
—2). . -{a+n, }E’—_‘fx:‘i).
Si l'on pose v=1, puisque (k, 0)=1, on retrouve le résultat particulier connu

Di(m oo, =11 21 . (n—1)L.
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Si I'on pose a=0 on obtient
D, (n; 0, v)=v! 2v)!...(n—1v)lve@-D/2
3. Pour calculer D, (n; «, v; m+ 1) nous pouvons procéder comme ci-dessus
et établir la relat'on de récurrence
n!

Dy(n; o, vy m+1)=—v""1(a+2, v—1)(x+3, v—
m

— 1) - -(a+n, v—1)D,(n—1; a+v, v; m).
D’ou il suit

\ .
D,(n; o, v; m+1)=[fiv"—l(oc+2, v—D(a+3, v—1)- - (x+n, v—l)]-
m
[(n—1)! :
P vi2(a+v+2, v—D(e+v+3, v—1): - (a+v+n—1, v—1)|-
m—
— ! S —
((n n;+1). v (g +m—1v+2, v—D(e+m—1v+3, v—1)- . -(a+

+m—1v+n—m+1, v—l)]-Dz(n—m; a+mv, v; 1)=

:i‘ (n—m+1)! (n—m+2)!...nlym@r-m-1l2.
m:

A@+2, v—D[(@+3, v—1) (@ +v+2, v—D]}[(x+
+4, v—D(x+v+3, v—D(x+2v+2, v—1)]-
------ (@+m+1, v—1)(a+v+m, v—1)- - (@ +m—1v+2, v—1)]}-
Allw+m+2, v—D(a+v+m+1, v—1). - (@ +m—1v+3, v—1)]-
------ [(@+n, v—1(x+v+n—1, v—1)- - -(a+m—1v+

+n—m-+1, v—D} - D, (n—m; a+mv, v; 1)=

1
= (n—-m+ Dl (n—m+2)!.. nlym@r-m-1i2.
m!

Al@+2, v—1 (243, 2v—2)- - - (x+m+1, mv—1)}.
Al +m+2, mv—1)- - (e +n, mv—1)}-D,(n—m; a-+mv, v; 1).

En D,(n—m; a+mv, v; 1) divisons les éléments de la 1¢ ligne par (e--mv+
+1, v), de la 2¢ par (x+mv+2, v),..., dela (n—m)¢ par (x + mv+n—m, v).

On obtient D, (n—m; a+mv, v; 1)=
=(a+mv+1, V(e+mv+2, V). (a+mv+n—m, v)D, (n—m; a+m+1v, v).

hid
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D’autre part, moyennant la formule du n. 2, il suit
Dy (n—m; a+m+1v, v)=1121.. (n—m—1)l vs—m)-m-1/2.
(et+m+1v+2, v—D(a+m+1v+3, 2v—2)- - -(a +

+m+1yv+n—m, n—m—1v—1).
1l suit également

D,(n; «, v; m+1) =—1—' (n—m+ D! (n—m+2)!.. . nlym@r-m=-ni2.
m!

A@+2, v—1)(x+3, 2v—2)+ - - (@ +m+1, mv—1)}-
A@+m+2, mv—1) (x+m+3, mv—1)- - (a+n, mv—1)}-
f(a+my+1, V(e+mv+2, v). - -(a+mv+n—m, v}
121 (n—m—1)l y-m (-m-D 2,
Ale+m+1v+2, v—1)(x+m+1v+3, 2v—2)- - -(x+m+1v+

+n—m, n—m—1 v—1)}.
Cependant

2. .n

[——!— —m+ D) (n—m+2)... n!] [1t 2!.. . (n—m—1)!] = R
m! m! (n—m)!

ym2a—m-1)12 . y(n-m)(n—m—1)/2 — y, 5 (5—1) 12
et par association convenable de facteurs on a
(e+m+2, mv—1)(a+mv+2, V)(a+m+1v+2, v—1)=

=(@+m+2, mv—1)(@+mv+2, v—1)-(a+m+1v+ 1) (a+m+1v+2, v—1)=

=(a+m+2, m+1lv—1D(e+m+1v+1, v),
(¢+m+3, mv—1)(x+mv+3, v)(a+m+1v+3, 2v—2)=

=(@+m+3, m+1v—1+1)(@+m+1v+3, v—=2) (e +m+2v+1, v)=

=(e+m+3, m+2v—1)(a+m+2v+1, v),

......

(x+n, mv—=1)(a+mv+n—m, v)(x+m+1v+n—m, n—m—1v—1)=

=(ax+n m+1v—1+)(a+m+1v+n—m, n—m—2v—1—1)(a+

+n—1v+1, vy=(@+n, n—1v—1)(x+n—1v+1, v);
L etmyr L, Vetm+lv+ 1, V) (e+m+2v41, vy (atn—1v+1, v) =

=(x+mv+1, n—mv).
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Et tout ce qui précéde conduit & la formule

D,(n; a, v m+1)=112!... n! —-——1-——Vn(n—1)12.
m! (n—m)!

(42, v—1)(x+3, 2v=2) - -(x+n, n—1v—1)-(x+mv+1, n—mv).
4. Enfin, calculons le déterminant
An+1; x% o, v)=
1 x x2¥ ce. xnY

1 (x+1, v) (x+1, 2v) coe (a+1, nv)
1 (x+2,v) (x+2, 2v) cor (42, nv)

1 (¢+n—1,v) (x+n—1, 2v) --- (x+n--1, nv)

1 (x+n, v) (x+n, 2v) cvoo (ot+n, nv)

Son développement, suivant les éléments de la 1¢ ligne, est représenté par le
polynéme de degré n en x°

;m(—l)"‘x"""Dz(n; o, v; m+1)=

=121 plvnD2 (0 + 2, v—1) (2 +3, 2v—2):: -{a+n, n—1v—1)-

(—1)m
me, (— m)'(oc+mv+1 n—mv)xm>.

D’autre part, nous avons généralisé les polynémes de Laguerre ordinaires
n
L (x)=lx-«(f’—— 1) X =
n! dx

I CILD SCETES VIR
n! T(t1)

par les autres [1]

d n
LSx, v) (x) Z_L X% (___ — 1) x%tny
n! dx’®

:(—-1)"F(a+nv+1)x_¢A; x®
n! v I'(a+1)

oM A, f (@) =f (% +V)—f (.

(«, v) 1)m Y
On a L;"V (%)= Zm—‘ﬁ (x+mvyv+1, n—mv) x™,
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Et se rapportant au déterminant A(n+1; x% «, v) on obtient la remarquable
. ~ (o, v) r -

représentation des polyndmes L, "~ (x) par déterminants

Am+1; x% a, v)
1120 nlva®=Di2 (@42, v—1) («+3, 2v—2)+ - - (x+n, n—1v—1)

LY (x) =

Si I'on pose v=1 on a la représentation des polynémes de Laguerre ordinaires

o (x):A(n+1; x; o, 1)=
11 2t...n!
1 x x2 vee XP
1 (e+1, 1) (x+1, 2) - (a+1, n)
1 1 (x+2, 1) (x+2, 2) cer (242, n)
Tu2ml ’
1 (¢+n—1, 1) (a+n—1,2) -+ (x+n—1, n)
1 (x+n, 1) (x+n, 2) <o (a+4n, n

que nous avons déjd appliquée & la recherche des propriétés des polynomes

e (x) a partir des propriétés des déterminants [2]. De la méme maniére on
. . A (% v)

pourrait procéder dans le cas des polynémes L,” " (x).
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