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UNE CONNEXION NON-SYMETRIQUE ASSOCIEE
A L’ESPACE RIEMANNIEN

M. Prvanovic¢
{(Communiqué le 27 Juin 1969)

Dans un article précédent [1] nous avons défini le systéme des courbes
cycliques d’espace riemannien ¥, par rapport au champ des vecteurs &f. Les
équations différentielles d’un tel systéme de courbzs ont la forme:

d2xt I‘ dxd dx*é 1 ( - a'xf a’x‘)

ES‘; k;’; -;1;‘_}; ds ds

ot x(i, j, k=1, 2,...,n) sont les coordonnées d’espace ¥V,, s est I'arc de
la courbe considérée, Pj:k sont les symboles de Christoffel relatifs au tenseur
métrique g;; d’espace V,, et §2=g, E1EI,
On peut considérer, en chaque point d’une courbz C qui n’appartient pas
au systéme des courbes cycliques, le vecteur
v‘—dzx‘—l—l" dxtdx® 1 (i dx’dx‘);

ds2 ds ds k2

c’est le vecteur de la courbure cyclique de C par rapport au champ des vec-
teurs &f [1]. On peut exprimer ce vecteur sous la forme:

d2x i dxfdx
2 e L O Si—3% &) Em g, ,
hairs [Jk (Om Bic— 3% Bm) E™ g;]ds s

ou, ¢n posant
1 o r
1.y u;;’::P;:k‘}‘E;(sm 8%—8% Sm) ™ 8rss
sous la forme:
dzxt i dxf dx""
dsz2 ds ds

=

On peut considérer les quantités uj comme les composantes d’une con-
nexion nouvelle. A savoir, il est facile de voir que ces quantités se transforment,
par une transformation de coordonnées, d’aprés la loi qui est caractéristique
pour la connexion. Donc, le vecteur de la courbure cyclique est la dérivée in-
trinséque du vecteure unitaire de la tangente de la courbz C par rapport & la
connexion (1.1). En utilisant cette dérivée on peut définir le vecteur de la
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deuxiéme, troisi¢me, etc. courbure cyclique de la courbe C [2]. Ces vecteurs sont
orthogonaux entre eux et liés par les équations analogues aux formules de
Frénet.

La connexion (1.1) étant liés & la métrique de I’espace riemannien V, et
aussi étant dépendante du champ des vecteurs &%, nous I'appellerons la connexion
associée a Pespace riemannien V, par rapport au champ des vecteurs £, Le choix
du champ des vecteurs E! n’étant pas restreint, on peut associer a I'espace V,
une infinité de connexions pareilles. On peut utiliser la dérivée intrinséque le
long de la courb:z C par rapport & chacune de ces connexions. On peut étu-
dier, aussi, la dérivée covariante, le tenseur de la courbure, etc. Naturellement,
ce procédé n’est pas nouveau et inattendu. Ce qui est intéressant c’est qu’il
existe un ensemble de tenseurs, de leurs dérivées covariantes, relations etc., in-
varicbles par rapport a la transformation conforme d’espace V,. Cette invari-
¢blité a la signification suivante: le tenseur (la relation) dépendant de la con-
nexion associée se transforme, par la transformation conforme du tenseur mé-
trique gy, en tenseur (en relation) dépendant de la méme maniére de la con-
nexion associée, mais cetie fois la connexion associés est la connexion associée
par rapport 4 l'autre champ des vecteurs. Le systéme des courb:s cycliques,
le vecteur de la premiére, de la deuxiéme,..., courbure cyclique de la courbz
C, les formules de Frénet correspondantes & ces vecteurs cycliques ont cette
invaricbllité [2].

Dans le présent travail il sera démontré que le tenseur de la courbure
de la connexion associée. ainsi que certaines relations contenant le tenseur de
la courbure ont P'invarjabilité expliquée plus haut.

2. Soit ¥, I’espace riemannien dont la métrique 5, dxtdx’ est obtenue 2
partir de la métrique g; dx*dx/ de I'espace V, par la transformation conforme

.0 ij—€2° gy, gil=e20 g,

o étant une fonction de la position. Nous supposons qu’aux points correspon-

dants des espaces V, et V,, on a xt=xi. Supposons aussi que le vecteur &
est invariubles par rapport a la transformation (2.1), c’est-a-dire

gt
Alors, - B
(2.2) Ei—e2f;, E2=e2082

Désignons par U la connexion associée & l'espace ¥,. Les symboles de
Christoffel 'y, et I'jy des espaces V, et V,, étant liés par la relation [3]:

i i

=T+ 8 o5 -+ Ok o;—0ot g,

oc
- i — ol
G G (o7
7 0 j’ g i

nous avons
) i 1 N i DS NTFm
ujk=ij+§ (O Ok— 3% S Em &rj=

T 8 oy (38— 3 8 (cm N %2) -
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Introduisant la notation
. . . . m
@3) Ul =T+ (8 84— 35 3) (cm+z—2)gﬂ,

nous pouvons écrire
2.4 Uje=Uje+3j 0.
La relation (2.3) montre que les quantités U}:k sont les composantes d’une

connexion associée, mais c’est la connexion associée 4 1’espace V,, par rapport
au champ des vecteurs ayant, dans chaque point, la direction du vecteur Ef=

7. 3 : iz i
Désignons par vy le tenseur de la courbure de la connexion associée uj, et
i

par T —le tenseur de la courbure de la connexion associée Uy, c’est-a-dire
1

Yo = iu" —iu" +u vt —ul
pik Pk 1] tj " pk tk " pj’
1 0 x7 0 x*

. 0 i 0 i i i
Iy = = Un—— Upj+ Usy Upke — U Uy .

(2.5)

i s .
Le tenseur Y,y se transforme, par rapport @ la transformation conforme
1

(2.1), en tenseur Il‘;',jk.
En effet,

0 = =i [ Ti Tt TPy
Yok = T Yok Upi t Uiy Upk— Uk Upj =
175 0 xd oxk

() i i () i i
—— (Upk + 811 oi)—— (Upi + Sp Gj)
xJ ox*

+(Uj+ 3’;61) (Upi+ 8y 6) —(Use + 8; o) (Up; + 3, o) =

o 0
- Ub—

3 ﬁUﬁ;jJrUijU;k—Uka;j,

c’est-a-dire _
(2.6) 'lYipjk = I;‘ipjk s
ce qu’il fallait démontrer.

La connexion associée, comme on le voit de (1.1), n’est pas symétrique.
Désignons le tenseur de la torsion de la connexion (1.1) par sj, et le tenseur
de la torsion de la connexion Uj par Sj, c’est-a-dire

2.7 S_;:k = u;:k_ u;-ci ; S}k = U;k— Ulicf .
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On voit immédiatement de (2.4) qu'on a
(2.8) E.;kzsjik +3§' 05—k oy,

. . [
c’est-a-dire, le tenseur de la torsion sy ne se transforme pas, par la transforma-
tion conforme (2.1), en tenseur de la torsion Sj.

3. Désignons par V la dérivée covariante par rapport a la connexion (1.1)
1

et définissons-12 de la maniére suivante:

Viat=E (0 at + uiy at),
1

lvlc a;=E (Op ay—uix ay),
et en général

ioodp heoddp ty..
Ykal,...iq“g(‘)kai, J +”;kaz. +

i, ity i I

i Lo 4t
(3.1 Uy g T +“p“11 o

R/ i Ly
— p —_— s 1-
u a,j2 u kaj1 /q l,)

0
ol 0 désigne la dérivée pa.rtlelleﬂ, et at, a; et a j‘.; sont les composantes
x

du vecteur et du tenseur.

Le tenseur métrique gy, de l'espace V, est constant par rapport @ la dérivée
introduite.

ch 8= 13 0k gij—'ufk gtj_u;k gut)

= [ak gtj—'Pfk gcr“r';t'k 8it—

_‘_“(Et S—E gu) gy —

£ T (Ej 8 —Et i) git]

Le tenseur gy étant le tenseur métrique par rapport & la connexion I‘jk, nous
avons

01 8y — ik 25—k 81 =0.
D’autre part

& Sc—Et gu) 8+ (513;:*—&‘ &) 8it—0.
Dongc,

Vlk 8y =0.
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Par une voie analogue, on déduit
Akg‘f=0 et Ak 85=0
1 1

Désignons par A la dérivée covariante par rapport i la connexion (2.3),
par exemple 1

Ay a8 =E (0, ab + Uk at).
1
Nous démontrerons le théoréme suivant:

Si le tenseur a}’”’  se transforme, par rapport & la transformation con-
Jorme (2.1), de la sorte

~h..dp _ _(g-pyo _H...lp
3.2 L At Y. g’

la dérivée covariante de se tenseur, par rapport d la connexion (I 1), se trans-

forme dans la dérivée covariante de ce tenseur mais par rapport & la connexion
(2.3), c’est-g-dire:

= Th...gp fg-p+1)o R
3.3 a, P=e®? A 4
3.3 Yk j

1+-+7g jl...jq

En effet, en vertu de (2.2) et (2.3) nous avons:

— i ... N
Ve ~Eea

i at 'p .agir Tt "paxf
+U, + +u‘kaj]
+i x---p —_— e — a"“"t’ i
jk {il;njq qu j;... 1:

- [/ ( ) [ /
=evE[(g—p)e" p)acka,‘: etV 00 F

(g—p)o "z- -p (g—po_ ho.b
+e U‘k Joee +e %

p lignes { +++-+

By b 0 ot - [/
_}_e‘Q P)OUp 1eredpo +e(¢ ?)Oo.kax /4

% fl...}q Jiens fq
_Jlampert Loy (g—plo heolp
e Uyray, . 5—e Sk 9., g
q lignes { — -« —
—plt—me fienndp (g—-p)e fyenidp
(]qua]l..-lq 1t e Ok ajl...jq

(g-p+1)o LI ¢
=e’ gfdkaji...;i*"

uz : I T
vee e /4 ;... Pl
Uk ;0 + +U o

11...lp il.n’p
°—sz ff;... fq— e —(qu& j;..‘fq-xJ

— J-pro fioodp
=e Ak"f,...fq
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La chose essentielle dans la démonstration du théoréme précédent, c’est-
-3-dire dans la déduction de la formule (3.3), c’est le facteur e¢—P)° dans la
relation (3.2). Le facteur £ dans les formules (3.1) figure seulement pour qu’on
ait dans la dérivée covariante du tenseur, le facteur correspondant ela-p+Dso
c’est-a-dire pour qu’on puisse placer la dérivée covariante du tenseur parmi les
tenseurs auxquels le théoreme est applicable. Pour la méme raison nous con-
sidérerons, au lieu des tenseurs (2.5) de la courbure de la connexion associée,
les tenseurs

(3.4 ¥ & Dl
et au lieu des tenseurs (2.7) de la torsion de la connexion associée, les tenseurs
i i
Esy> &Sy

Le facteur & n’ayant, dans les formules (3.1), (3.4) et dans les autres relations
semblables, que le rdle de placer le tenseur considéré parmi les tenseurs auxquels
le théoréme est applicable, il ne doit pas nécessairement &tre lié avec le champ
des vecteurs £%; il est nécessaire seulement qu’il se transforme, par la transfor-

mation conforme de I’espace V,, de sorte que & =e°E,
En vertu de (3.1), on a

Yj Yk at=¢ [o; Vlk ai—l—ufj Vlk a‘——u,'q-vlt at]
i g2 O i i
=(0]- E_,) Yka +E [O_)c—jo_)—c;‘+(aj upk)al’+u,,k¢),a1’

i i t t t i
+ (O @) Uyj + Uy Upr AP —Uj; Oy G — U; Uy al’] :

Donc, en vertu de la premiére relation (2.5) et de la premiére relation (2.7),
nous avons
Vs Vi @ — v Va8 =(0;€) v a' (0, §) y; at
(3 5) 11 1 1 1 1
+ 2yt aP + E 5 v 4%
1 1

Cette relation étant semblible 3 I'identité classique de Ricci,  nous I’appellerons
Iidentité de Ricci par rapport & la connexion associée (1.1). Par une voie ana-
logue, nous déduisons l’identité de Ricci par rapport & la connexion associée
dans le cas général

g A
YlYk i g Ylel 1. ig

i i t LA}
=(9 E)Ykajll. .?q—(akg)lvlajll...fq_i_gslk Ytaill...l"

(3 6) i i i . i i r
. 21,1 2-..0p .. i 1.--p—1
+5[‘{‘rlkafl...jq+ Y,

i Qi
T teeddp e dp
'Ifllkarjz...jq qu”‘a/,...Jq_,r]'

Nous démontrerons le théoréme suivant:
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Lidentité de Ricci (3.5) et (3.6) se transforment, par la transformation con-
forme de lespace V,, dans lidentité de Ricci par rapport a la connexion asso-
cide (2.3).

En effet, en vertu de (2.2), (2.6), (2.8), (3.2) et (3.3), nous avons:

?;: {17}; at —i;?—'k 51’1 at= (052) ?fa éi“(ak.g) :V—j at+
+B P +E T

1

=0;(e°E) Ay at— 0, (e°E) Ajat + E2eo I a?
1 1 1
+e° E, (S;}C -+ S; Gx*sfg Gf) At a‘

i
=e°[(0;8) j}k at—(0 E) Nyjat + B2 aP +E Six Vi 4.
1 1 )
D’autre part, en tenant compte de (3.3), nous pouvons écrire:
6} .V—k 51—6]5 61 t—l-': =% [Aj Aka‘—Ak Aj ai].
11 1 1 11 1 1
A cause de tout cela, la relation (3.5) se transforme, par la transformation

conforme (2.1) de espace V,, en la relation:

‘/}j fl\lc ai—f}k —fl; at=(0;8) ch at—(9; £) fl\j at+

+§&2 I;ipjk a? +£ Sk j}t a,
ce qu’il fallait démontrer.

Dans le cas général (3.6), on démontre le théoréme par le procédé analogue.

4. Soit
V=Y 8" T="-
Le tenseur

1 i i » . .
fs‘ki * n—2 Gk Y —31 Ve + 8 8% Yor—8r18"“ Yur)

Y i i
e Y (Sige—3
—Dn 2)( 18—k &)

est égal au tenseur de la courbure conforme de I'espace V. Donc, il ne dépend
pas du champ des vecteurs % et par conséquent, il est méme pour toutes les
connexions associées.

Soit :
i 1 r oo r oof
(4.2) Pﬂc=§ (8 k3% 8m) E™ g1y

Alors, (1.1) s’exprime sous la forme

i

{ i
i = Ui+ Pk«
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Substituant cette expression a4 la premitre formule (2.5), nous avons:
'le'kl =0, Tj—0; The+ Do Ty — T T
+ 0 P+ Dokl =Tk p—T ik i
—9 P;'k Ty pi+Th Pric+ FZ:P}r
i o r i _r
+Pri Pjt—Pr1 Dik*

Si nous notons par R}y le tenseur de la courbure de I’espace V,, et par vir-

gule la dérivée covariante par rapport aux symboles de Christoffel ka de I’espace
V,, nous pouvons écrire la relation précédente sous la forme

'1Yj'kl = Rha+ D k— D, 1+ Do Pi— Pt D>
d’ol1, en vertu de (4.2), suit:

Y= R+, (é Er—2 (akgiz)gj_ilz > Ej)

Fa2 88—t
&gﬁ_%‘: %)

—ay (g2 ODE Loy

,_3;‘<

1
+ 8y (E -2

- = Clga—d g

E
En posant E
1 £, (0kE)
= 7 Zj 25y 7 gj&k
. 1
<P;c=g”<P1k=212‘Efk—2 g—(gzk—g—)—éi‘ik,

nous avons enfin
i i i i i i
'lekl = Rja + 81—k P51 + Zis P1— L1y P

1
+ E; (8; g;lk“’s:c gn)-

En éliminant les fonctions @ et cp;‘ de la fagon bien connue ([3], p. 90), nous
obtenons:

1
‘{;"’ + 2 G Yn—81 Y+ 811 8% Y —81s 8% Ya))

Y i !
RPN SE— 6 -3 =
e 1)( 1 85—k &)
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1
= Rju+ 2 (3% Ryy—31 Ry + 817 8% Ru—817 8" Rep)
R 3
(n— =D i—2) —— (Bl gn—3 &),

ou
Ryp=Rju, et R=g™ Ry,

sont le tenseur de Ricci et 1a courbure scalaire de Pespace ¥,,. Le tenseur du c6té
droit étant le tenseur de la courvature conforme de I'espace V,,, le théoréme est
démontré,

5. La connexion uy, comme nous I'avons déja dit, n’est pas symétrique.

Par conséquent, uy at n’est pas la méme chose que weat. A cause de cela on
peut considérer, & coté de la dérivée covariante y (définie par la relation (3.1)),
1

une deuxiéme dérivée covariante. Désignons par y cette deuxiéme dérivée co-
2

variante par rapport d la connexion associée (1.1). Nous la définissons de la
maniére suivante:

Vi @ =0y, @b+t 0
2
{4
Yk ;= Oy Qy— Ui G
et en général:

... t‘ xp
Ykaj,.. = ak j,

1, K’ t
+uktaj2 P+...+uk€aj! P—l
ot ey iy

ukjlatjz...jq_ uk]qall jq ‘t

Désignons par A la dérivée covariante analogue par rapport & la connexion (2.3),
par exemple:

Aka‘=0ka‘+ U;"at.
2

Alors nous pouvons démontrer le théoréme:

Si le vecteur ot se transforme, par la transformation conforme (2.1) de les-
pace Vy,, de la sorte at=e-°at, le tenseur:

1
Vit —— (Epat—E; at 8)
2 g2

se transforme en tenseur analogue par rapport & la comnexion (2.3) et par rapport
i

au champ des vecteurs Btf=ot+ -,

EZ
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En effet,
S P
i @ (B —E @t 8) -
2 2

=0 (e°at)+ (U;i, + 8 6y e—° a‘——% (Epat—E;at 8};)

i Z E i
= e-"[()k at+ Ug at_(ck + g’f) at + (% + E_:) at &
c’est-a-dire

R T _ oy
Yka‘——_—z(ﬁ,,a‘—ﬁta‘&)=e-"[./}ka‘—.:kai—i-n,atSL]

ce qu’il fallait démontrer.
Par une voie analogue, nous démontrons, en général:

Si les tenseurs a;, a''**'», aj,. . j, se transforment par la transformation
conforme (2.1) de lespace V,, et d’aprés la loi (3.2), les tenseurs:

1
Yk a+— (Eray—E ax),

22
V& ai- i,,__é(p Epdi-—Eathe 82"‘ s —Etai""i""‘IS;?),
2
1
Ykail...iq‘*‘g;(qakajl...iq—‘gil i, jg— * * —big W... ig_sk)s

se transforment en tenseurs analogues par rapport @ la connexion (2.3) et par

rapport au champ des vecteurs E,=o‘i+€; c’est-a-dire

e .
Ykai-l'g(&kat—gtak)=e°(1}kat+-"‘-'kai—dzak),
— i, U o=y oty w =yt op
Y@ D (pEra —E&a — - —§a )=
=e~1’°(Aka"l---"p—-P Ekai‘“‘il’-l-Et a'iz"'ip32+ s +Etai""ip—‘t8;?),
2
- 1 - - _ _
chail...fqg(qgkail...iq—ailakiz...iq—" s =8y g k) =
=eqc(12xlcaf1...iq+quafl...iq—'E Akgy.. Jg— =+ * —Bijg Ghy...ig_,k)-

Il est intéressant de noter que le tenseur du théoréme précédent, calculé

s LI} o N
dans le cas ol le tenseur a,-:“_",’l est le tenseur métrique g; ou g¥ de I'espace V,,
est le zéro, c’est-a-dire

|
Ykgij + g (28 gy—Eigrs—E58i) =0,
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et
1
Yk g ‘——éz“ (28,89, g1 8, —E, g% 8%) =0,

ce qu'il est facile de voir.

Soit:
i a i i i gq i q
"2{jk: —5}} “k:“‘a—x}; YU + Ujg Uiy — Upg Ujz
i o 0 i q
Dig=— Ui — U,, + qu Uir— Uiy Ui
2 0x7 o xk

Alors, nous avons le théoréme:

Le tenseur

pieolfw ()~ ()] o w () e(2)

se transforme, par la transformation conforme (2.1} de Iespace V, en tenseur
analogue par rapport d la comnexion (2.3) et par rapport au champ des vec-
teurs Zy, C'est-d-dire en tenseur

ij: -+ 8; (AkEj—*AjEk) -+ 8/" Aj Et —*8; AkEt.
2 2 2 2 2

oo )5 5 8o )

i i i Tg i Tag
= ()j uk,—ék Wi + Usg Upes— Hiq Ujy

+s:'[a (;:1)_% g aj(ik) 7 a,,}

En effet,

£ g g

o) gl )2 )
=0y (Uky + 3 67— 0 (Ul + 8 6) + (Upy + }0,) (Ufs + 8 )

—(Uig+ 3 00) (U} + 8¢ o)

+ai[a (g) (Uk,+s;€cf)—§—-aj(§") (U +87 04) 2]

+8k[ (2) U '+8pct)g] ,[ak<%)m(ug,+sgct)%]
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=0 Uty— 0 Upy + Uy UR— UL, U

+s,,[a,(c,+§‘) Uﬂ(%éz)]_s}[ak(cﬁi) Uk,<cp Eg’;)]

+3‘;[a,c(c,+§) Uk,(cp+2) a,(ck+2’:)+U,’},(cp+%‘;-)._

—C;y 2’; +o ?]‘FSI (UL —Ub)o, + (Uh—Uiy) 64+ 8) 05 6,— 8k 656, +
+8;%Gt—si%6t
=T+ [Ak(c,+ 5’) A, (0' + E")]JrsLA, <ct+§1)_
g2 2 2 g2
_8.;*/2\lc (5t+%),

parce que, en vertu de

Uje— Uy =S =S (c,+ 2 ) -9 (o‘,c-i- 2’;)
il résulte:

(5] gt g e

+(Uje— Uky) o0+ 3 (UG—UR) cp=0.
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