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Résumé. Dans cet article on a étudié les systémes dégénérés, ot le hessian de la
fonction de Lagrange est égale au zéro, et on a étendu la méthode de Dirac du formalisme
canonique au cas quand la fonction de Lagrange dépend explicitement du temps, en partant
du formalisme correspondant de Lagrange.

Introduction

Les systémes dégérés sont introduits par Dirac (1950) et définis par la
condition que le hessian de la fonction de Lagrange par rapport aux vitesses
généralisées est égale identiquement au zéro. Dans la mécanique classique il
n’y a pas de systémes de telle sorte, cependant & cette classe appartiennent
quelques systémes physiques importants, comme le champs électromagnétique
classique et le champs de la gravitation dans la théorie de la relativité.

P. Dirac [1,2,3] a élaboré pour ces systémes le formalisme de Hamilton
correspondant, ol le systéme des équations qui définit les moments conjugués
ne peut pas étre résolu par rapport aux vitesses généralisées. De 1a il suit
qu'entre les coordonnées généralisées et les moments conjugués apparaissent
des liaisons complémentaires primaires, qui causent apparition des memb.es ajoutés
dans les équations de Hamilton et la condition de la consistence et les équa-
tions canoniques peuvent donner les liaisons secondaires. Cependant, tous les
multiplicateurs des liaisons ne sont pas déterminés, ce qui améne jusqu’aux fonc-
tions arbitraires dans les équations de Hamilton. En réduisant 'équation générale
du mouvement, Dirac, a introduit le concept de la fonction de la premiére et
deuxiéme classe, ainsi que les crochets de Poisson généralisés. Ce formalisme
canonique donne la diminuation effective du nombre de degrés de Lbzrté ot
représente une méthode générale pour la quantization d’un tel systéme.

Sudarshan et Mukunda [4] ont présenté des crochets de Poisson
classiques dans une forme covariznte et, en les généralisant, ils ont montré
que sous les conditions spéciales les conditions spéciales les crochets de Poisson
si généralisés se réduisent aux ceux-ci infroduits par Dirac. Anderson et
Bergmann [5]. en se bornant & une classe plus étroite de la fonction de
Lagrange, ont développé cette méthode au point de vue de la théorie covari-
ante des champs.

Shanmugadhasan [6] a analysé linfluence de la dégénération aux
équations de Lagrange et a cette base il a donné le formalisme canonique
pour les systémes dégénérés. I a montré que dans c¢e cas un nombre des
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équations de Lagrange se réduit aux équations du premier degré et du degré nul et
alors les liaisons secondaires apparaissent méme dans le formalisme de Lagrange.
En passant 3 la méthode de Hamilton, Shanmugadhasan a obienu un tel for-
malisme canonique ol toutes les liaisons figurent explicitement dans les équa-
tions de Hamilton, ce qui le distingue de celui de Dirac.

Ce travail représente une généralisation systématique de la méthode de
Dirac pour les systémes dégénérés au cas quand le temps apparait explicitement
dans la fonction de Lagrange, en partant de approche de Shanmugadhasan
4 ce probléme. On a présenté d’zbord le formalisme de Lagrange pour tels
systémes, qui conduit & la dégénération d’'un certain nombre des équations,
et en faisant le passage au formalisme canonique, on a obenu I'équation géné-
rale du mouvement avec un membre ajouté, qui sous la forme explicite contient
des fonctions aibitraires.

En comparant les propriétés des fonctions correspondantes aux celles-ci
de la premiére et deuxiéme classe d’aprés la definition de Dirac ou de Shan-
mugadhasan, on a conclu que ces définitions ne sont pas convenables pour
Iéquation générale du mouvement sculement par ces fonctions. A cette base
on a fait la réduction effective du nombre de degrés de lbarté, qui peut étre
réalisée en introduisant des crochets de Poisson généralisés aussi, mais y apparait
un terme supplémentaire.

1. Méthode de Lagrange pour les systémes dégénérés

Le comportement d’un systéme défini par une fonction de Lagrange et
des conditions initiales dépend du rang de la matrice du hessian

2L
(L.1) J-——He]- =1, ..., )
04;04;
Si le déterminant correspondant
2
(12) -
04;04;

et tous ses mineurs du rang plus haut que N-—R sont égales au zéro, et parmi
les mineurs du rang N—R se trouve au moins un différent du zéro, on dit
pour ce systéme qu’il est dégénéré et R représente le rang de la dégénération.
Si pourtant le déterminant (1.2) est différent du zéro, ce systéme est nondé-
généré et dans la mécanique analitique habltuelle on ne traite que des systémes
nondégénérés.

Pour le cas consideré, & laide des transformations équivalentes de la
matrice J, Shanmugadhasan [6] a montré le suivant. De N équations de Lag-
range, dont la dégénération est du rang R, seulement N—R équations restent
du deuxieme rang, les R’ se réduisent cux celles-ci du premier rang de la forme

(1.3) By(g, q,1)=0, (k=1,..., R)
les R” équations sont réduites au rang nul

(1.9 Ci(g,)=0 (=1,...,R")
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et les autres R—R'—R" des équations sont une conséquence des équations pré-
cédantes. En continuant se procédé, on peut obienir une diminuation postérieure
du nombre des équations de Lagrange du deuxiéme rang.

De telle fagon, seulement N—R—S des équations restent du deuxiéme
rang, les autres R-+S équations sont devenues du premier rang

0 B,*

qi

(1.5) B,* (¢, ¢,1)=0,

£0 (n=1,...,K)

et du rang nul
(1.6) Cn*(q,1)=0 (m=1,..., L)

et les restes R+S—K—L son dépendantes des équations précédentes. Toutes
les liaisons (1.5) et (1.6) doivent &tre conservées au cours du temps, ce qui
est exprimé par la condition de la consistence

(1.7) B,*=0, C,*=0,
d’out provient que les augmentations dq, dq, et df sont bornées par
(1.8) ' dB,*=0, dC,*=0.

2. Formulation de la méthode de Hamilton

Si I'on veut passer au formalisme canonique, il faut d’abord introduire
les moments conjugués

oL
(2.1) =

04

(i=1,...,N)

et trouver les liaisons primaires et secondaires entre les variables g, p et ¢.
Les liaisons primaires sont une conséquence directe de la dégénération du systéme
op
0g;
théoréme de la dépendance des fonctions il suit qu’entre des moments conjugués
et des coordonnées généralisées existent R liaisons de la forme

2.2) D, (q,p,t)=0. (r=1,..., R)
Des liaison secondaires deviennent comme une conséquence des équations

de Langrange du premier rang et du rang nul. A cause de la dégénération
supplémentaire il existe encore S relations

(2.3) xs (g, p,1)=0 (s=1,...,8)

ce sont les autres équations (1.5) sous la forme transformée et les équations
(1.6) qui restent invariantes. Parce que pour le développement suivant I'origine
des liaisons n’est pas importante, on peut marquer toutes les liaisons par un
symbole commun

et comme le déterminant fonctionnel est du rang N—R, d’aprés le

T

(24) 05 (¢,p,1)=0 ®=1,...,B)

et la condition de la consistence s’exprime

(2.5) 04 (4. p,1)=0.
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Pour obtenir les équations canoniques d’un systéme dégénéré, trouvées
par Dirac [2] et Shanmugadhasan [6], introduisons la fonction de Hamilton

(2.6) M=p; ¢—L,

ol Pon comprend la sommation d’aprés la convention d’Einstein. Si I'on forme
la différentielle totale

oL oL
dg;—
0q1; ot

dt,

oL .
dM:(Pi_ : )dqﬂr q; dp;—
04

3 la base de (2.1) le premier terme s’annule et I'on obtient
oM

2.7
@7 04

0.

Donc, quand on prend en considération le systéme (2.1), c’est-a-dire des
équations (2.2), qui sont une conséquence de ce systéme, la fonction M ne
dépend plus de vitesses généralisées et se transforme 3 une fonction de la
forme H,(q,p, ).

Les augmentations dg, dp et dt a cause de la condition (2.5) sont
limitées par

99, dg; + A dp; + 99, dr=0.
‘)q’l ()pi 0t

En utilisant la méthode habituelle des multiplicateurs et en mettant M=H,

aux équations précédentes, on obtient les équations de Hamilton correspondantes
sous la forme

OHy , 08 . OHy , 08

(2.8) gi= 5 ,
op; op; oq; op;

La dérivée d’une fonction quelconque des variables canoniques peut étre
trouvée en partant de

. 0g . 0g . 0
-£ qt+—gpi+—g
()qi ()pi ot

et d’aprés les équations (2.8), en utilisant les crochets de Poisson, on regoit
: og

ce qui représente I’équation générale du mouvement pour les systemes dégénérés.

3. Détermination des multiplicateurs des liaisons

Si 'on pose 2 la condition de la consistence (2.5) au lieu de dg; et dp;
les expressions correspondantes des équations de Hamilton (2.8), il suit
008,

3.1 [0g, 01 2 + 6, H] + —5;

~0. ®,8'=1,...,B)
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Ce systeme de B équations, qui est linéaire par rapport aux Ag, peut servir
pour déterminer les multiplicateurs des liaisons. Parce que toutes les équations
de Hamilton ne sont pas indépendantes, le rang du déterminant de ce systéme

[0,.0.]...106,,05]
(3.2) A=| ... ... ...
[05.6.]. . . [05,05]
doit &tre moins que B, qu’il soit B—A.

La solution générale du systéme (3.1) est égale 4 la somme d’une solution
particulaire quelconque ‘

7\[3 = AB (qs D, t)
et de la solution générale du systéme homogéne correspondant
(33) [6{3, eﬁ’] V‘y = 0 .
Si on dénote le syst¢éme fondamental de (3.3) par v,3(a=1,..., 4), on obtient
(3.4) g =Ag+ 1y Ve,

ou les coefficients u, représentent les fonctions arbitraires des variables ¢, p
et t. En posant ces expressions aux équations (2.8), on regoit les équations de
Hamilton transformées

. OH' 00,* . oH' 00,*

(3.5) q9i= a ‘-, Di= ————U, z,
op; op; 0q; 9g;
ou H et 6,* sont définis par
(3.6) H’=H0+Aﬁeﬁ, ea*=vaﬂee,
tandis que I’équation générale du mouvement alors prend la forme
M ’ * ()g

3.7 g=[g, H']+u,[g,0, ]+W

La caractéristique principale de ces équations est suivante: dans celles-ci
apparaissent les fonctions arb.traires u, et de cela on peut conclure que la
fonction de Hamilton et les conditions initiales ne déterminent pas uniquement
le mouvement d’un systéme dégénéré.

4. Fonctions de la premiére et deuxiéme classe

D’aprés Dirac on dit pour une fonction de la premiére classe si elle
satisfait en méme temps deux conditions suivantes [2].

“.1) [F,0,] =0, [F,H,=0.
Pourtant, d’aprés Shanmugadhasan ces conditions sont généralisées et rempla-

cées par [6].

OF
(4.2) F(g,p,t)=0, [F,8.]=0, [F,H]+ 37:0'
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En tous les deux cas il est suffisant que ces conditions soient satisfaites pas
identiquement, mais & laide des équations de liaison (2.4) et les €quations de
telle sorte s’appellent faibles. Si d’ailleurs la fonction F ne satisfait pas les
conditions citées, on dit que c’est la fonction de la deuxiéme classe.

Si dans la fonction de Lagrange le temps apparait explicitement, la défi-
nition de Dirac n’est convenable, parce que les fonctions H' et 6,*, qui figu-
rent dans les équations de Hamilton (3.5), ne sont pas des fonctions de la
premiére classe. Cependant, & la base de la définition de Shanmugadhasan on
peut constater que sculement les fonctions 8,* sont de la premiére classe,
tandis que H' ne Pest pas.

Il est possible, pourtant, si 'on adopte la définition des fonctions de la
premiére classe aux propriétés des fonctions H,(g,p,t) et 05(q, p,t), que d’apres
cette nouvelle définition H’ et tous les 0,* appartiennent a cette classe des
fonctions. Pour une fonction X disons qu’elle est de la premiére classe si les
conditions suivantes sont satisfaites

(43) [X, %]:M, [X’ Hd:MQ

O(Hy, 1) O(Hy 1)

Considérons maintenant deux fonctions de la premicre classe X et Y et
examinons si leur crochet de Poisson est aussi une fonction de la méme classe.
A la base des propriétés des crochets de Poisson on peut développer I'expression
[[X, Y], 0] et si Pon utilise la supposition que les X et ¥ satisfont aux conditi-

ons (4.3), on obtient

X, Y] 08, O[X,Y] 96

+ 4,
o0H, ot ot o0H,

(4.4) [[X, Y], 0] =
oll A4; est donné par
00
@5 4,=2% (%% y| 0¥ 9 ], oY ie&,x}_ﬁ(_ [_Ey]
0H, | ot 0H, | ot ot | 0H, ot |0H,

Seulement si les fonctions X et Y sont choisies ainsi que 4;=0, la formule
(4.4) se réduit a

0 (X, Y1.9p)

s 96 =
(W 71 0(H,,1)

et [X,Y] satisfait la premiére partie de la définition (4.3). D’une maniére
similaire, en substituant 6 par H,, on peut montrer que

o([X,Y].H,)
0(H,, 1)

(X, Y}, Ho] =

sous la supposition qu’une expression analogue a 4, est égale au zéro. Donc,
le crochet de Poisson de deux fonctions de la premiére classe dans le sens (4.3)
est sculement sous les ‘conditions spéciales aussi une fonction de la premicre
classe.
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Pour montrer que 0,* et H' sont les fonctions de la premiére classe, il
faut d’abord obtenir quelques équations auxiliaires. Puisque Aj est une solution
particulaire du systéme (3.1), on a

(4.6) [9 651 Ay +[03,H0]+‘)0—3‘3=0.

Si, ensuite, on multiple chaque équation de ce systtéme par Ag et fait la
sommation, on obtient la condition suivante

4.7) (B, Hy] Ao Ag %: 0.

Si au procédé précédant on prend pour les multiplicateurs v,3, on va recevoir
00
(4.8) 105, H,] vaﬁ+v¢,ﬁa—tﬁ=o.

A Taide de (3.6), (4.7) et (4.8) on peut enfin montrer que les fonctions 0,*
satisfont les relations

(4.9) [0,%, 5+ 2%

=0, [0, 8,]=0.

Maintenant passons a la preuve que les 6,* et H' sont les fonctions de
la premiére classe dans le sens (4.3), c’est-3-dire que

3(6,%,0,) 0(0,%, Hy)
0,%,05] =200 >0 g x = O > T0)
O =y e el 0 (Hy 1)
(4.10)
[H,,OE]=0(H’6‘3), [HI,H0]=0(H’H0).
9 (Hy, 1) 0(H,, 1)

La preuve de cette affirmation est suivante: on développe les cotés gauches de
ces équations & part des cotés droites et de cette fagon on peut réduire chaque
de ces conditions 4 une des équations auxiliaires (4.6) — (4.9).

Illustrons cela & la quatriéme condition (4.10). Pour la c6té gauche on obtient
[H,, HO]=[H0+ABGB’ H0]=Aﬁ[eﬁ, HO]’

et pour la c6té droite, d’une maniére analogue

O(H,Hy) oH' OH, oH' 0H, 0H, 0H, _A 06, — A ()_09
O(Hot) O0H, ot ot oH, ot ot o #or
Si T'on pose les expressions regues & la condition citée, on regoit

aes
ot

ce qui est correct & la base de I’équation auxiliaire (4.7).

A part de la classification des liaisons aux primaires et secondaires, on
peut les classer d’un autre aspect aux liaisons de la premieére et de la deuxiéme
classe. Les caractéristiques essentielles de cette classification sont suivantes:

1. Dans les équations du mouvement il y a juste tant des fonctions
arbitraires u, que des liaisons de la premiére classe. L’indétermination aux

Ag[g, H]= —Ag—
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équations du mouvement résulte, donc, des liaisons de la premiére classe, qui
ne peut pas €tre évitée par la méthode habituelle des multiplicateurs.

2. Les liaisons de la deuxieéme classe se comportent comme les limitations
ordinaires du mouvement du systéme, c’est pourquoi elles seulement diminuent
le nombre de degrés de Lberté, n’introduisant pas aux équations du mouvement
aucune indétermination. Il est possible les éliminer explicitement ou par la
méthode des multiplicateurs ou par Pimtroduction des crochets de Poisson
généralisés,

Dans Pexposition suivante désignons par symbole 6,=0 (a=1,..., 4)
les liaisons de la premiére classe et par 0,=0 (b=1,...,B—4) celles-ci de la
deuxiéme classe.

5. Réduction du nombre de liberté

En analysant P'influence des liaisons sur la diminuation du nombre de
degrés de liberté du systéme, on a montré qu’il fallait examiner 2 part des
liaisons de la deuxieéme classe comme des liaisons de la premiére. Cela améne
a deux grades de la réduction du nombre de degrés de libarté, qui peuvent
8tre faits successivement, d’aprés I’analogie 4 I'analyse de Dirac [2].

r

a) Premier grade de la réduction. Dans I'équation générale du mouve-
ment (2.11)

. 2
§=18 Hul+ 258, 01+ -

se trouvent 2N+ 1—B des variables de phase indépendantes, car il y a B liai-
sons 0;=0. En méme temps il y en a B des multiplicateurs inconnus Ag,
ainsi il faut connmaitre 2N+1—B+B=2N+1 de paramétres pour pouvoir
déterminer le point représentatif dans I'espace de phase de 2N+ 1 dimensions.
Cela signifit que le nombre de degrés de Lberté est resté le méme, invariable
et qu’il est N.

Aprés avoir déterminé des multiplicateurs Ag, 'équation générale du mouve-
ment se transforme en forme (3.7)

. s 0
(5.1) g=[g,HJ+ua[g,ea*}+;§-. (a=1,..., 4)

A cause de la présence de B liaisons, le nombre des variables indépendantes
est resté le méme (2 N+ 1—B), mais le nomboe des varizbles u, est moindre
que celui des multiplicateurs Ay, C’est pourquoi le nombre total des paramétres
nécessaires pour déterminer la position du point représentatif est diminué et
devient 2N+ 1—B+A<2N+1. Si 'on prend le nombre de degrés de libxrté
comme la moitié du nomb.e de toutes les variables indépendantes qui déter-
minent I'état du systéme, on conclut d’aprés la derniére inégalité que

(5.2) = N»—% (B—A)<N.

Comme, d’autre par, B—A présente le nombre des liaisons de la deuxiéme
classe, on voit que le nombre de degrés de liberté diminue juste a cause de
ces liaisons. Cette diminuation se peut réaliser effectivement si Pon écrit 'équation
du mouvement par des fonctions de la premiére classe dans la forme transformée.
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Done, le premier grade de la réduction comprend linfluence des liaisons
de la deuxiéme classe sur la diminuation du nombre de degrés de Lbarté. Cette
1éduction peut étre effectuée aussi en introduisant des crochets de Poisson
généralisés.

b) Deuxiéme grade de la réduction. Ce procédé diminue le nombre de
degrés de liburté 4 compte des liaisons de la premiére classe. Tandis que le
premier grade de la réduction toujours peut étre effectué, le second se peut
réaliser seulement sous les conditions spéciales.

Si aux liaisons de la premiére classe il y a R équations qui peuvent &tre
résolues par rapport aux R moments conjugués et obtenues comme les fonctions
des autres variables

(5-3) przf;“(ql,-'~an’pN~A+l’---aPN)a (r=l"-'=R)

en introduisant ces expressions a la fonction H’ et les liaisons restées 0,* on
regoit que ces équations ne contiennent plus tels moments conjugués. Si, en
outre, les fonctions H' et 0,* peuvent &tre présentées sous la forme

=1,..., R
(5.4) H’=H“+Yrer**’ ea*=Bar er**’ < o >
a=1,..., 4

ol les expressions pour H” et 6,** ne contiennent pas des coordonnéss géné-
ralisées g, (r=1,..., R) ,elles peuvent apparaitre seulement aux facteurs vy, et 8,
I’équation générale du mouvement obtient la forme suivante

. 0
g=[g, H" +v,0,**]+ u, g, Bar 0,**] + Tgt’

ou plus concisement

. ) 0
(5.5) g=[g H']+w,[g, er**1+7f, Wy =Yy + g Bar -

Parce que H'' et 0,** ne dépendent pas de g, et par la substitution (5.2) on a
réalicé qu’elles ne dépendent pas ni de p,, les dérivées partie'les par rapport aux cas

variables s’annulent et les index dans les crochets de Poisson [g, H''] et [g, 8,**]
commencent de =R+ 1.

Le nombre des variables indépendantes g, p et ¢ est 2N+ 1—(B—A)—A4,
ot B—A et A représentent le nombre des liaisons de la deuxieme respectivemet
de la premiére classe. Puisque dans (5.4) le nombre des variables aib traires w,
est moindre que celui des varizbles u,, le nombre total des parameétres pour
déterminer la position du point représentatif est diminué par rapport au nombre
des paramétres dans I’équation initiale (5.1) et égale 3 2N+1—(B—A4)—4+R.
Maintenant le nombre de degrés de Lbarté du systeme est

(5.6) A= N [(B—A)—~(d—R)

d’out on peut conclure que /' <c/f.

Ainsi on a montré que le deuxiéme grade de la réduction base a la dimi-
nuation du nomb:e de degrés de liberté & compte des liaisons de la premiére
classe, mais c’est possible seulement dans le cas quand les liaisons satisfont les
conditions mentionnées.
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6. Crochets de Poisson généralisés

Si les variables canoniques ne sont pas indépendantes, mais satisfont les
relations (2.4) les crochets de Poisson classiques ne peuvent pas &tre utilisés
qu'en négligeant cette dépendance au cours de leur évaluation et en la prenant
en considération postérieurement. Pourtant, Dirac a généralisé les crochets de
Poisson de telle fagon que la définition méme comprend en méme temps Iéli-
mination des dérivées partielles par rapport aux variebles dépendantes ainsi que
la conservation de la symétrie des variables libres. Par des transformations
linéaires

99=aBY GY*
passons d’abord le nombre maximum des liaisons aux liaisons de la premiére
classe 0.* et que soient des liaisons restées de la deuxiéme classe

(6.1) 05 (g, p,1)=0. (s=1,...8)

Supposons encore que les liaisons de la deuxiéme classe satisfont seulement la
condition que le déterminant

9,61 ... [0,,6]
{6.2) A=| ...
05,61 ... [6.6]
soit différent du zéro.

Pour deux fonctions f(q,p,t) et g(g, p,t), dont les varizbles satisfont des
liaisons (6.1), Dirac définit des crochets de Poisson géréralisés rar la relation [1]

(6.3) [/ gl* =1/, g1+ /. O] cor [0, £].

ol ¢, signifit le cofacteur réduit des éléments [0, 0], c’est-a-dire le quotient
du cofacteur correspondant et du déterminant A. On peut montrer que ces
crochets de Dirac ont toutes les propriétés des crochets de Poisson.

Prenons comme I’exemple des fonctions et des liaisons sous la forme
S=f@ .. qn:p1s -, P g=8(q .- qnsPis o5 PN
O=aq,+bp,+m=0, 0,=cq, +dp, +n=0.

Dans ce cas le déterminant A aura la valeur

A= (ad—bc)?,

et aprés avoir calculé tous les cofacteurs, on obtient que les crochets généralisés
de Poisson ont la forme explicite
of og of og L Of 0z Of O¢

(6.4 [f.gl*= .
dq, 0p, 0q, 04, O0qy Opy Opy Oqy

Dans cette expression n’apparaissent pas les dérivées partielles par rapport aux
variables ¢, et p;, ainsi index de la sommation commence de i=2.
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En s’appuyant au article cité de Sudarshan et Mukunda [4], on peut
étendre la conclusion de Pexemple précédent au cas général sous la condition
que les liaisons forment un groupe fonctionnel. Considérons d’abord les rela-
tions de la deuxiéme classe (6.1), dont le nombre est pair, comme des relations

g S e ok dra ik S o
qui déterminent £y des coordonnées généralisées et B des moments conjugués

par des autres variables canoniques. Alors aux crochets de Poisson généralisés
n’apparaitront pas explicitement les dérivées partielles par rapport & ces S varia-

bles dépendantes et I'index de la sommation va du ~2—+1 jusqu’au N. De cstte

fagon, par lintroduction des crochets de Poisson généralisés le nomb:e de Libzrté
S

est réduit & N——.
2
Dans la section précédente on a montré qu’en transformant aux fonctions
de la premicre classe se fait d’ailleurs la réduction effective du nomb:e de degrés

_ 1 _ . .
de libzrté du N au N—?(B—A) et que cette diminuation a été réalisée a

compte de B—A liaisons de la deuxiéme classe. De l'autre c¢6té, en introduisant
des crochets de Dirac, e nombre de degrés de libzrté est diminué aussi a

N —é—S, ou S est le méme que B—A. D’apres cela, de I'aspect de la réduction du

nombre de degrés de libzrté, on peut conclure que l'effet des fonctions de la
premiére classe est équivalent & l'effet des crochets de Dirac.

Appliquons maintenant les crochets de Poisson généralisés a notre cas,
ol le temps apparait explicitement et quand on a des liaisons de la deuxiéme
classe qui dépendent aussi explicitement du temps

(6.5) 0,(q,p,t)=0.
On peut montrer que d’aprés la formule (6.3)

’ ’ aes'
[g. H'}* =[g, H']—[g, es]CSS’?a [, 0.1 =g, 0,*]

et quand on introduit ces expressions & I’équation générale du mouvement (3.8),
elle obtient la forme suivante

0 ' 0031 0
(66) g=[g’H ]*+ua [g’ ea*]*h[g? es] css'_——{_a—f‘

C’est Iéquation générale du mouvemen écrite 4 I'aide des crochets de Poisson
généralisés, qui contient un nomb:e supplémentaire par rapport au cas quand
le temps ne figure pas explicitement.

Le déterminant du systéme (3.1), qui détermine les multiplicateurs 25, a
le rang B—A, c’est pourquoi ¢ systéme se peut réduire par des transformations
équivalentes 2 une telle forme ol les 4 dernicres équations ne contiennent pas
ces multiplicateurs. Ainsi les équations restées donnent des solutions particulicres

(6.7) A= Cor ([es, , Ho]+()§:'>,
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et si 'on introduit ces expressions & I’équation initiale (3.7), on a
()Os,) oF

+_
ot ] ot

b

FIF, H) +[F,8,] cw ([esf JHo]+

ou plus concisement, en désignant les premiers deux membres par

(6.8) F=[F,H, **+‘;—f

Cette forme de 1’équation générale du mouvement ne différe pas formellement
de V’équation correspondante pour des systémes nondégénérés.

Si I'on étend, en généralisant la notation citée, la définition des crochets
de Poisson généralisés d’aprés Shanmugadhasan [6].

6.9) L/, g1** =1/, &1 + 1 0] o ([es, ‘;‘i)

on réalise aussi I’élimination des dérivées partielles par rapport aux variables
canoniques dépendantes. Pourtant, les crochets généralisés (6.9) n’ont pas leS
propriétés habituelles des crochets de Poisson, par exemple dun cdté on a

Lf; €1** =L, €]+ L: ] car [B'» €1 + L, 0] a";’

et de lautre coté

[8./1** = —1f. g1—L/. 05l cew [05, 8] +18, O5] Cos 0;:' ’

d’oll on voit immédiatement que
(6.10) Lf g1** £ —[g, f1**.

D’une maniére semblable on peut montrer que ni les autres caractéristiques de
ceux-ci ne sont pas valables.

Quant a Péquation générale du mouvement, d’aprés la définition (6.9)
on obtient
[g’ HI]** = [g’ H']’
ainsi que
00y

[ga ea*]** [g’ e *] + [g’ s] Css? ———»
ot
et I’équation (3.7) peut &tre écrite sous la forme suivante

. 0y
(6.11) g=[8 HT*™ + ug [8, 0,*** + s [, 0] cos aat ZS;

Parce que les crochets généralisés (6.9) n’ont pas des propriétés habituelles des
crochets de Poisson et par ceux on ne peut pas écrire ’équation générale du
mouvement sans le membre supplémentaire, ils ne sont pas convenable pour le
traitement des systémes dégénérés.

4 Publications de I’Institut Mathématique
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