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Résumé. Dans cet article on a donné l’extension systématique de la théorie des
transformations canoniques aux systémes dégénérés, en étudiant le probléme direct et inverse
et 4 cette base on a obtenu I’équation correspondante de Hamiltcn-Jacobi et les invariants
différentiels et intégraux pour ce cas.

Introduction

Les systémes dégénérés dans la mécanique analytique sont tels dont le
hessian de la fonction de Lagrange par rapport aux dérivées généralisées est
égale au zéro et ces systémes sont étudiés par P. Dirac [1, 2] et S. Shan-
mugadhasan [3]. Cette dégénération conduit jusqu’aux certaines liaisons
entre les variables canoniques et pour ce cas on a construit le formalisme cano-
nique généralisé, qui peut étre étendu aussi au cas quand le temps y apparait
explicitement [4].

Cependant, les transformations canoniques correspondentes des systemes
dégénérés jusqu’a présent n’ont pas été étudides. Mais, en partant d’un autre
point de vue, S. Lie [5, 6] a considéré les transformations canoniques formel-
lement pareilles, avec les DBaisons qui sont une conséquence des transforma-
tions eux-méme et par la méthode des multiplicateurs il a cbienu la théorie
correspondante,

Dans cet article on a donné I’extension systématique de la théorie des
transformations canoniques aux systémes dégénérés, en effectuant 1'influence des
liaisons & celles-ci. On a trouvé un systéme des équations déterminant ces trans-
formations et analysé le probléme inverse aussi. On a démontré que les multi-
plicateurs de liaisons s’annullent seulement & la base des équations de liaisons.
De 12 on a conclu que les transformations canoniques d’un systéme dégénéré
d’aprés la terminologie de Dirac sont égales faiblement aux celles-ci du systéme
nondégénéré correspondant.

A la base des transformations canoniques on a obtenu 1’équation de
Hamilton-Jaccbi pour les systémes dégénérés. Enfin, on a étudié les invariants
différentiels et intégraux correspondants, ot sont introduites les parenthéses de
Lagrange généralisées d’aprés l’analogie aux crochets de Dirac. Géométrique-
ment, tous ces résultats sont valebles sur une surface dans I’espace de phase,
déterminée par les équations de liaison.

1. Formulation des transformations canoniques

Quand les variables ¢; et p; d’'un systéme dégénéré sont bornées par les
liaisons

(11) ea(q, b, t)=0’ ([3:1,---, B)
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appelons une transformation

(12) Qi:Qi (qa P, t)’ PizPi (% D, t)a ?:t

de ces variables canonique si le systéme des équations de Hamilton [3, p. 751]

- 0H 29 - 0 H, 09
91=-"—0+7\9“‘§= pi=——" a—"@"
op; op; 0q; 0q;

passe au systéme de la méme forme
OBy 508 s 0H 30
0P, 0P 0Q; 0@

3

(1.3) [}

et si les équations (1.2) peuvent étre résolues par rapport aux p; et ¢;. La
condition nécessaire et suffisante pour que la transformation (1.2) soit canonique
peut étre trouvée d’une maniére suivante. On peut obtenur ces équations de
Hamilton par Dapplication du principe de Pfaff-Bilimovié¢ [7], en prenant pour
le pfaffian

(14) (I):pidqi—HTdt, HT=H0 +7\36‘3.

Parce que tous les pfaffians différents d’une différentielle totale sont équiva-
lents, il est nécessaire es suffisant que

(1.5) [P dgi—(Hy+ 25 85) dt]—[ Py dQ;i—(H, + g B,) dt]1=dF,

olt F(g, p, t) est la génératrice de cette transformation. Jusqu'au méme résultat
on arrive aussi en partant du principe d’Hamilton sous la forme

L]
(1.6) 8 [ [pidai—(Hy+ 2 05) dt]=0,
53

ou Pintégrale d’action est étendue dans le sens d’extremum conditionnel.
On peut exprimer la génératrice F et les liaisons (1.1) en fonction des

variables mixtes Q, g et ¢ si la transormation satisfait la condition
Qs ooy Q)

#0.
| 0(p1s--v s PN)

Dans ce cas il est possible de résoudre les premiéres N équations par rapport
aux p;, ..., py et en substituant ces expressions & la génératrice et aux Lat-
sons, on ob:ient pour la génératrice

17 Flg, p(a, O 1. 11=W (g, O, 1)
et les équations de liaison passent 3
(1‘8) o OB[‘L p(q: Qa t): t]:—;—Q(s(‘I» Qa t)=0'

Les liaisons de cette forme entre g; et Q, peuvent apparaitre aussi comme
une conséquence des transformations -eux-méme, Dans certains cas il est possible
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éliminer tous les P; et p; des équations (1.2) et de cette fagon on obtient une
ou plusieurs des liaisons entre Q; et g; de la forme

(1.9) Qi (g, O, t)=0. . (k=1,..., K, K<N)

Ce cas était étudié par S. Lie, olt I'on doit souligner que les or‘gines des liai-
sons sont tout A fait différentes: les liaisons (1.8) sont une conséquence des
équations (1.1), c’est-a-dire de la dégénération du systéme, tandis que les liai-
sons (1.9) sont exclusivement une conséquence des transformations cano-
niques (1.2).

2. Probléme inverse

Le probléme fondamental dans la théorie des transformations canoniques
est de trouver la génératrice 4 la base des transformations données ainsi que
les transformations méme a P'aide de la génératrice. Le premier est le prcbléme
direct et le second le probléme inverse et dans notre cas le traitement du pre-
mier, déterminé par la condition (1.5) est le méme que pour les systémes
ordinaires.

Que soit donnée la génératrice W (g, Q, t) et les lizisons QB (g, Q, t)=0,
qui sont les conséquences de (1. 1) Pour trouver le systéme des équations déter-
minant les transformations canoniques, partons de la condition (1.5) et prenons
1a génératrice sous la forme Wiy, O, 1)

— oW oW W
.1 Pidq—P; dQ; -+ (Hp—Hyp) dt = g dgg+ ——dQ; +——
i

00, Ot

olt Hyp est défini par la formule (1.4). Dans cette équation les différentielles
ne sont pas indépendantes, elles satisfont les conditions

aﬂ"d "QBdQ+‘)QBdt 0, B=1,..., B
0g; 00, ot

et par l'application de la méthode des multipicateurs on obtient

= oW . 0Q
pidgy—P, dQy + (Hp— Hy) dt = (_ T AL
o0q 9q;

)dqi+
ow 08, ow 0 Qg
+H—+ d ——+ g — | dt.
Fr ‘*aQi) 0 (5w 5 7)

Choisissons les pg de telle maniére que I'on débarasse des différentielles dépen-
dantes, aprés quoi il suit que cette égalité sera satisfaite seulement si les coeffi-
cients correspondants sont égaux

ow 00 oW 00
p¢=—+ug—-—ﬁ, Pp=— ———py —= -
og; 0 g aQi
2.2
oW 693
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C'est un systtme de 2N +PB équations avec tout autant des inconnues (g,
Q; et ug), qui détermine toutes ces quantités sous la forme

(2'3) Qf:Qi(‘L D, t}’ -Pi Pi(q’ b, :) p’B p‘ﬁ(q9 2, i)

Analysons ces fonctions avec le but que 'on met en évidence la partie
apparaissant comme une conséquence des liaisons, Résolvons les premidres 2 N
équations du systeme (2.2) par rapport aux Q et ¢:

(24) Qizgi (Pa P’ t)s i =44 (ps P, t)

Parce que ces liaisons ne sont pas une conséquence de ce systéme des équatxons
ce systéme peut &tre résolu inversement par rapport aux P et p:

:Pi(qa Qa t)a Pi:pi(q, Qa t)°
Décomposons maintenant les P; et p; en deux termes
(2.5 Pi=Pyy+ P, pi=pi+p

dont les premiers correspondent aux transformations que P'on obtient en lais-
sant & c6té les liaisons (1.7) et les seconds représentent les componentes supplé-
mentaires & cause des liaisons. Si Pon met au systéme (2.2) ces expressions
et Pon substitue 6; dans les liaisons par

oW
pi="——-+p/,
0g;
on obtient un systéme des équations
a8 0 oW
(26) pi":flﬁ’_—@’ Pi’='_p‘ﬁ""__a ea(q,—**'P’, t):O,
oq 00, og

qui détermine les quantités inconnues sous la forme

=Pi’(Q’ q, t): pi":Pi,(Q: q, t), %Q=H9(Q, q, t)'

Exprimons maintenant les multiplicateurs g, comme les combinaisons
linéaires des fonctions £g:

(27) MB‘—_QBY(Q5 q, t) QY (Q’ 4, t)'

Dans le cas général les coefficients ap, ne sont pas déterminés uniquement et
choisissons ceux de telle fagon qu'ils restent finis pour Qy=0. A laide de
(1.8) on peut représenter les multiplicateurs g sous la forme

(2.8) we=dgy (g, P, t)0,(q, p, 1)

d’olt il suit que les multiplicateurs pg sont telles fonctions des variables ¢, p
et + qui ne s’annulent pas 1dent1quement mais 4 la base des équations de
liaison deviennent égales au zéro. D’aprés la términologie de Dirac on nomme
les équations de ce type faibles et on les désigne par le symbole ~

2.9 ua (g, p, 1)~0,
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et le systtme (2.2) se réduit a

oW ow ow
(2.10) pr—, Pr————, Hp~Hp+—.
oqy 20, ot

Donc, les transformations canoniques d’un systéme dégénéré sont égales
faiblement dans le sens de Dirac aux transformations canoniques du systéme
nondégénéré correspondant, que l’on obtient en laissant les liaisons a coté.

Exemple. Illustrons ces conclusions par un exemple des transforma-
tions et liaisons linézires. Que soit donnée la génératrice

1 1 1 1
WZ? 412‘1“3‘?22**'7Q12+?Q22+291Q2+(h 0,+20,0,+

+3¢,0,+9,0,+20,0,
et les liaisons

Qg D=9+49,—0,+30,=0, Q,(q, 0)=5¢—¢,+50,=0,
qui sont une conséquence de
0, (g ‘p)qu +4,+2p—p,=0, 08,(q p)=2q9—q,—p;+2p,=0.
Les premiéres 2 N équations du systéme (2.6) pour ce cas sont

P =t 5 P =4,
P =y —5u,, P'=-—3y,.

Parce que
ow ow N (oW
6, (q, —+D, t)541+qz+2<——+P1)—(—+P2>,
oq 94 04,
ow ow oW ,
0, (qa —+D, t) 5291_QZ—('—+P1 )+2 <—+P2 >,
0q oq 0g,

les derniéres équations (2.6) ont la forme

G1+49,—0,+30,+2p/'—p,' =0, 5 H—4:+50,—p'+2p,'=0.

Si 'on résolve ces équations par rapport aux p,” et p,’ et les substitue
dans les équations précédentes, on obtient

1 1
u1=—a(25q1+ 16 ¢, + 150, + 15 Q»), (Lz=—g§(17ql+26qz+3Q1 +210,)

Représentons ces multiplicateurs sous la forme
Wi=an Qi +a5,Q,, =0y Q+a5,0,
et les posons aux expressions citées pour p, et w,. La condition que ce réduit
aux identités donne
4 7 2

u=——>> Gu=—"—_, dn= y A=

63 63 63 63
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d’olt l'on voit que ces multiplicateurs sont vraiment les combinaisons linéaires
des liaisons et il suit

w0, w,~0;
n'~0, p,'~0, P'a~0, P'~0.

Alors, les tansformations canoniques sont détermindes par le systtme (2.3)
sans les termes derniers

oW oW
PlN:)_=Q1+242+Q1+2Q2» P2N0—"=2Q1+QZ+3Q1+QD

4 )
oW oW
P1W—5“Q';=“Q1*"41—342““2Q2s Pz’ﬂ‘*’—‘gaz=‘—Qz“"2Q1“"qz—2Q1

et en résolvant ce systéme par rapport aux Q et P, on obtient les transfor-
mations canoniques correspondantes.

3. Comparaison au cas de S.Lie

Retenons nous aux liaisons de S.Lie Qp(g, Q, t)=0, qui sont une consé~
quence des transformations canoniques eux-méme. Le systéme des équations qui
détermine cette transformation est analogue & (2.3) et formellement a la
méme forme

» W+'q 00 oW 0 0l
1= ks §= Tl T s
ogqy 200, 00 20
3.1
Q (g, 0, 1)=0, (k=1,..., K)
d’olt Ton peut trouver 2N fonctions @ et P et K multiplicateurs v
(3‘2) Qixgﬁ(qa D t)) Pi=Pi(q9 P t)5 ﬂqkzﬂqk(‘b J 2 t)‘

En comparant les systémes (3.1) et (2.2), on peut remarquer les diffé-
rences suivantes:

a) A laide des transformations (2.10) les liaisons Qg(g, @, 7)=0 passent
a (L.1). Cependant, les liaisons de S.Lie ;=0 n’aménent pas aux équations
de la forme (1.1), car si 'on y substitue les fonctions (3.2), qui sont juste les
résolutions de ce systéme, on obtient les identités

(3-3) Qlg, (g p, 1), t]=0.

b) En résolvant les premiéres 2 N équations du systéme (3.2) par rapport
aux g; et Q;, on arrive a

qz=qi(P, P, t)’ Qizgi(pa P, t)a

et parce que entre les fonctions g; et O, existent les relations Q. (g, @, 1)=0,
le déterminant fonctionnel correspondant doit étre égal au zéro

(0, 9)
o(P, p)

(3.4) A=
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Dans ce cas I'inversion de ces équations et impossible, au contraire au notre
cas ou A0, et de cette raison ce déterminant nous offre un critérium d’apres
quoi on peut distinguer les transformations canoniques des systémes dégénérés
de celles-ci de S.Lie.

c) Pour les multiplicateurs vy, déterminés par le systéme (3.1) on obtient
les fonctions que ’on ne peut pas exprimer par des variables ¢, Q et ¢ & cause
de (3.4) ainsi que ni sous la forme des combinaisons linéaires des Q. Donc, les
multiplicateurs 7, ne deviennent pas égaux au zéro ni a l'aide des liaisons

(3.5) 70

et les transformations canoniques ne se réduisent pas aux celles-ci du systéme
nondégénéré correspondant.

Exemple. Considérons une transformation des variables canoniques de
la forme

0=1-g, P=1-p—2q
pdq—PdQ=d(q—q?),
on conclut que cette transformation est canonique et la génératrice est

W=q—q*=qQ.

La liaison résulte directement de la premiére équation

Qi (g D=0+q—1=0

et le systtme (3.1) dans ce cas a la forme

Parce que

p=1-2g+m, P=—m, Q+q—1=0,

d’oll 'on obtient les transformations canoniques correspondantes. A la base de

ces formules la liaison passe & lidentité et le multiplicateur v ne peut étre
réduit au zéro.

4. Méthode de Hamilton-Jacobi

Comme il est connu, aprés avoir déterminer les multiplicateurs Az, les
équations de Hamilton peuvent &tre transformées 3 la forme [4, p.]

@1 q ()H’+u 003 p oH' " 00}

. t = a > ;= — - s
op; op; oq * oq

ol H' et 6 sont définis par

(4.2) H'=H0+A903, e; = Vaﬂea

et les fonctions u, sont tout a fait arbitraires. En introduisant la fonction
effective de Hamilton

HT =H’ + ua e; 9
on peut écrire les équations précédentes sous la forme concise
O Hp - 0Hp

s T

- op; 2q;

(4.3) as
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Pour voir le sens de Hp, posons au lieu de H' et 6, leurs expressions
Hp=Hy+ A0+ 1, Vo 0= Hy+ (A +1, V,p) 0y

et puisque Ag=Ag+u, Vyp, il suit

4.9 Hyp =Hy+ 23 8,

c’est-a-dire H, est une combinaison linéaire de toutes les liaisons.

En liant les équations de Hamilton aux transformations canoniques, on
peut obtenir I’équation correspondante de Hamilton-Jacobi d’une maniére sui-
vante. Choisissons la génératrice W, que nous désignons par le symbole habi-

tuel S, de telle fagon que ITIT soit égale identiquement au zéro

(4.5) Hy=0.
Alors les équations de Hamilton dans les variables nouvelles
. OH, . 0H,
Q = r s Pi = T
P, 00,
donnent que les Q; et P; sont les constantes du mouvement
(4.6) Oi=0oy, Pi=0.
La dernicre des formules (2.10) & cause de la condition se réduit 3
ET = HT + a—S = 0.
ot

Si Pon y pose 'expression explicite pour Hy et l’on substitue p; d’aprés (2.10)

0 . .
par ——i, cette équation obtient la forme
qi

@7 (0,52, 1)+ 32w i (052, -0,

2q ot 2q
qui représente ’équation de Hamilton-Jacobi pour les systémes dégénérés. Cette
équation était citée par Shanmugadhasan [3. p. 755], mais sans aucune preuve.
Parce que les fonctions u, sont tout a fait arbitraires, celle-ci est équivalente au
systeme des équations

(4.8) o (q, 95 z)+‘)—s=o, 0 (q, 95 t):O.
2q ot oq

Trouvons d’une maniére quelconque une intégrale compléte de ces équa-
tions sous la forme habituelle

S=8(qy, ..., gy %y .n., O, L),

qui contient N constantes arbitraires, identifiées aux’ P;. Si ’'on pose cette fonc-
tion aux formules (2.10), on obtient un systéme des équations

05(q. a, t 0S(q, o, t
(4.9) ﬂ_}:pﬁ &“_)431.,
0q; 0oy

dont la résolution algébrique par rapport aux g; et p; donne les variables cano-
niques comme les fonctions du temps.
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5. Parenthéses de Lagrange généralisées

Quand les variables canoniques sont les fonctions indépendantes de deux
parametres

(5.1) gi=¢q; (W, v), pi=pi(®, v),

la parenthése habituelle de Lagrange est définie par

.2) (w, vy=29 0P 0 0P
du ov ov du

Cependant, si les variables g; et p; & cause de la dégénération du systéme sont
bornées par des liaisons

(5.3) 0s(g, p, 1)=0, s=1,..., 8)

la parenthése de Lagrange, ainsi que le crochet de Poisson, a le sens seulement
si pendant leur évaluation on considére les variables canoniques indépendantes
et alors on prend en compte les liaisons citées.

Dans le cas considéré on peut introduire la parenthése de Lagrange plus
générale, d’aprés 1’analogie au crochets de Poisson correspondants sous la forme
de Dirac [I, p. 139]. Cette généralisation sera effectuée de telle fagon que
I'on élimine les dérivées partielles des fonctions dépendantes g; et p; et en
méme temps on retient la symétrie des variables canoniques. Supposons seule-
ment que les liaisons (5.3) sont indépendantes et que le déterminant

(ela 61) v (ela es) l
(5.4) > T !

(63, 61) e (esa 03)

formé des parethéses de Lagrange est différent du zéro.

Ce déterminant a des propriétés suivantes: 1) il est antisymétrique et
puisque D=0, S doit &tre un nombre pair, 2) si 'on introduit le cofacteur
réduit dy, c’est-a-dire le quotient du cofacteur correspondant et le déterminant
D, il sera aussi antisymétrique di — —dy,, 3) entre les cofacteurs réduits et
les fonctions de liaison existent la relation dyy (85, Ogr) =38y .

Définissons maintenant la parenthé:e de Lagrange généralisée par la formule
(5.5) (u, v)* =(u, v) +(u, 0;) dow (B, v).

Cette expression a la méme forme que les crochets de Dirac et les propriétés
similaires & celles-ci de (5.2). Par exemple, si 'on écrit

(u, vy¥* =, )+, O)dw Oy, w)=—(u, v)—(u, Os)dy(Os, ¥),

il suit que pour cette parentheéce générelicée vaut

(u, v)*= —(v, w*

Considérons un cas spécial, quand il v a deux liaisons linéaires entre
qn et Py

(5.6)

8,(q, P, t)=aqy +bpy+c=0,

ez(qs D, t):_:dQN+epN+sz'

3 Publications de I'Institut Mathématique
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On peut résoudre ces équations par rapport aux gy et py

-4 0, — b 0,+K=A40,+B6, +K,
ad-—bc ad—be

qan

c a
6, +
ad—bc ad—bc

pN= 62+LEEGI+GGZ+L,

et les éléments nécessaires pour évaluer (#, v)* sont suivants

1 1

_— . (8,8)= ,
(ad—bc)? G, 62) ad—be

(w 0)=E2IN 4 OP% (g ) 4 OPx_pOdn
du ov ov

etc. En développant la parenthése de Lagrange généralisée et en substituant les

expressions citées, on obtient

(u’ V)*:(u, v)-——1~ 1 (an apN_an ()}JN>,

D (ad—bc)2 \ ou ov ov odu
qui se réduit a
G0 (u v)*zi)_?i on_0a4 om +‘qu\f:1 0Py~ _ 0qn-1 0PN~
’ du Ov  dv ou ou dv dv  du

De 13 on voit que dans la parenthése de Lagrange correspondante ne figurent
pas explicitement les dérivées partielles de gy et py, donc l'index de la somma-
tion va de i=1 jusqu'a i=N—1.

En s’appuyant 3 un article de Sudarshan et Mukunda concernant les
crochets de Dirac [8] et & la liaison entre les crochets de Poisson et les paren-
théses de Lagrange, on peut généraliser la conclusion citée au cas général sous
la condition que les liaisons forment un groupe fonctionnel. S’il existe § liai-

sons, considérons ces équations comme des relations qui définissent ? derni-

éres coordinnées généralisées et ? moments conjugués correspondants, Alors,

parce que les autres variables canoniques ¢, ..., g, §s Pise-s P, s DE dé-
ey -3

pendent pas explicitement des fonctions 8, les parenthéses de Lagrange_ 0, 9
figurant dans le déterminant D contiendront effectivement seulement les dérivées

des fonctions ¢ s ,..., 84y, P s ..., Py et juste celles-ci disparaissent
N—-i-—i—s N~—2—+s

dans le résultat final. C’est pourquoi dans la parenthése de Lagrange généra-

e e . . . A S
lisée T'index de la sommation va seulement de i=1 jusqu’a ;zN———z—.
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6. Invariants différentiels et intégraux

Quand il s’agit des systémes habituels, on peut exprimer la condition
nécessaire et suffisante pour que la transformation soit canonique a 'aide des
parenthé:;es de Lagrange. Si Ion part de la condition (1.5) et I'on y pose

dQ; = 00 dg, + 90 09 4
0 gy o py

celle-ci obtient une forme différentielle dans les varicbles primaires
(61) M]cqu+dep;§+RdfzdF,

ol My, N; et R représentent les coefficients correspondants. S’il applique les
conditions que cette expression soit une différentielle totale, aprés leur dévelop-
pement on regoit

0 0 d
@ =222 (g, p)=0, (g p)=SLE.
o0 0¢; op;

Parce que ce procédé est basé seulement sur les propriétés des différentielles
totales, et les varizbles canoniques ne dépendent pas explicitement les unes des
autres, ces résultats restent valables aussi pour les systémes dégénérés et se rédui-
sent & la forme habituelle

(6.2) @, ar)=(pss P)=0, (9, Pr)=38m, O5(q. p, )=0.

Ces conditions peuvent étre écrites & ’aide des parenthéses de Lagrange
généralisées aussi. Si I'on part des équations d’Hamilton transformées, au lien
de la condition (1.5) on a

(6.3) (2 dg;—(H' + u, 83 ) dit]—[P; dQ;—(H' + 1, 03 ) dt] = dF.

D’autre part, en introduisant les fonctions de la premiére classe (H' et 0;)
dans I’ équation du mouvement, on a effectué une réduction effective du nombre
de degrés de libarté a4 compte des fonctions de la deuxidme classe 0,=0

(s=1,..., 5), ainsi que ce nombre est réduit 2 N—%. C’est équivalent au
passage des parenthéses de Lagrange ordinaires aux celles-ci généralisées, ol
Pindex de la sommation va de i=1 jusqu’a z‘=N-g— et les conditions (6.2)
passent i

(64) (43'9 Qk)*z(pja P *=Oa (q_’iv pk)*:sjka e; (q’ b t)':o‘

D’aprés Panalogie au preuve de la relation entre la parenthése de Lagrange
et le crochet de Poisson, en tenant compte que dans les parenthéses et les

. . . . s s S
crochets généralisés 'index va aussi de i=1 jusqu’a z=N——2—, on conclut que

6.5) (g, u)* [, uJ* =3y

3*
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A la base de cette relation les conditions citées peuvent étre formulées 4 I'aide
des crochets de Poisson aussi, ordinaires ou généralisés, par exemple

(6.6) la;, a:)*=1p; pe)*=0, (g, pl*= 8)']0: 02 (q, p, 1)=0.

Pour étudier linvariance des expressions citées, on peut effectuer le méme
procédé que dans le cas habituel. Ainsi, si I'on transforme les dérivées parti-
elles de la fonction g, on a

[/ 8lo.o= Y Qk 211, Qk]q,p+ 2P, 1, Pideos

et aprés avoir réduit ces crochets de Poisson aux crochets élémentaires, on
obtient

(67) [fa g]q,pz[f’ g]Q,P'
D’une maniére similaire, on peut démontrer que
(6.8) (1, v)g, p= (4, V)g p>

c’est-a-dire les crochets de Poisson et les parenthéses de Lagrange sont inva-
riants pour les systémes dégénérés aussi.
Quant a des expressions correspondantes généralisées

Lfs g1*=1f, gl+1f, O ew [0y, gl
(ua V)* = (u: V) + (u, 63) dss’ (es’ ) V),

lIe cofacteurs réduits ¢, et dyy sont représentés a l'aide des déterminants dont
tous les éléments sont les crochets de Poisson respectivement les parenthéses
de Lagrange. Parce que ceux-ci sont invariants, tous les coefficients ¢y et dy
restent invariants aussi, d’ol il suit

(6.9) Lf. glar=L/, &lo,p, (4, Vg o= V)p,p.
Cependant, les crochets généralisés de Shanmugadhasan [3, p. 753]

U, gl* =L, g1/, 0] ce ([esr, g+ (’(f;’)

. . . 0y . . L e
4 cause du terme supplémentaire —()3« ne sont pas invariants, ce qui affirme
t

encore une fois la nonconvenance de ces crochets.

Pour trouver les invariant intégraux correspondants, partons de la varia-
tion d’action

pour les systtmes dégénérés et appliquons la méthode d’extremum conditionnel
d’une fonctionnelle, d’ou il suit

(6.10) SW=[piSqi—Hp3tlo, Hyp=Hy+2g0;.
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Faisons maintenant intégration sur la surface dans I'espace de phase, déterminée
par les équations de liaison, de 2 N+ 1—B dimensions. En Peffectuant le long
des courbes C, et C; enveloppant le manteau des trajectoires, d’une fagon
similaire que pour systémes habituels on obtient

$ (piSq—Hp31)= § (08 q—Hy 81).
Co <,
De 13 on voit que l'intégrale curviligne
(6.11) J= $ (pidq—Hyp31)
C

représente I'intégrale correspondante de Poincaré-Cartan pour les systémes dégénérés.
En intégrant la condition nécessaire et suffisante (1.5) le long d’une
courbe C, & cause de 558F=0 on regoit

f(PiSQi_HTSt)m §(Pi8Q£“HT8t)s
< c

olt C est la courbe correspondante dans I'espace de phase transformé. Cette
équation peut €tre écrite

(6.12) J& =Joy»

c’est-a-dire Pintégrale de Poincaré-Cartan dans le cas considéré est un inva-
riant des transformations canoniques aussi.

D’une maniére analogue et usuelle en mécanique analytique, on peut
introduire tous les invariants intégraux d’ordre supérieur, en substituant la
fonction d’Hamilton H par Hy et en faisant calcul dans la surface citée dans
Pespace de phase.
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