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SUR LES ZEROS DES POLYNOMES DE COMPOSITION
D. M. Simeunovi¢
(Communiqué le 17 Décembre 1969)

Nous démontrerons plusieurs théorémes sur les zéros des polyndmes de
composition, qui généralisent certains résultats connus, et permettent d’obtenir,
dans certains cas, des limites plus précises pour les modules des zéros des
polynémes.

Nous remarquons aussi que le théoréme 4 concernant les polyndmes de
composition peut étre formulé pour des fonctions entiéres donnés par leurs
séries de Taylor.

D’aprés la régle de Descartes, I’équation
Co+Ciz+ o +Cpyz?1—Cpz7=0, C,C,#0, C;>0 k=0,1,...,n)
n’a qu’une racine positive, tandis que ’équation
Co+Ciz+ -+ +Cpy 2P 1—CpzP+ Cpyy 2P 4 - - - +Cp 2" =0
C,CpCr#0, 0<p<n

peut avoir, au plus, deux racines positives (y compris le cas de racines doubles).
En nous appuyant sur ces faits, nous démontrerons les deux théorémes suivants:

Théoréme 1. Si R, est une racine positive de I’équation
1) @, (@)=dy+Ayz+ -+ +Apy 2" 1—4,2"=0, Ay A,#0, A;>0,
la racine positive R, de I’équation
2 O,()=A4+Alz+ - + A5 1271 — A, =0 (1<s< )

satisfera a la condition
3 R,<Ri.

n—1
Démonstration. Pour z=R,, il résulte de (1) que 4, Ri = zA,cR’f, d’on
k=0
n—1 s n—1
ARY=(3 4RE) >3 AR,
k=0 k=0
c’est-a-dire

Ap+ ATRi+ - - - + A RV AL RT <0,
ce qui, d’aprés (2), donne ®;(R})<0.
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Les inégalités @,(0)>0 et ®,(R]) <0, ajoutées au fait que ®;(z)=0
posséde une seule racine positive R,, assurent que O0<<R;< Rj.

Théoréme 2. Si Iéquation
4 F@=do+diz+ o +Ap 2P 1A 2P L A 2P+ - - 4 4,27 =0,
Ay A, 4,70, 0<p<n
a deux racines positives r, et R, r,<R,, I’éguation

5) F(@=Ao+A1z++++ + Ay 2P1—Apz? + App1 201 4+« o« + Ay 27 =0
(I<s<< o)

a également deux racines positives ry et Ry, rs<<R;, qui satisfont aux conditions
re<ri, Ri<R,.

n
Démonstration. Pour z=r il résulte de (4) que A,ri= > Ay ry, d’od
k=0
k#p

As rPS= i A !‘k s > n As rks
pT1 el z xris
k=0 k=0
L k#p k#p
C’est-a-dire

Ay +A1ri+ .- 145, rﬁ"‘m—A; i+ Ay [ GNP

ce qui, d’aprés (5), signifie que F,(ri)<0.
Comme F,(0)>0 et F,(r1)<0, il n’existe qu'un seul r,, avec 0<r,<ri,
pour lequel on a Fy(ry)=0.
De méme, pour z=R, il résulte de (4) que 4,Ri= 2, 4, R%, don
k=
kzp
n & n
A?:R?”=( > AM?‘) > > AL R,
k=0 k=0
k+#p k+#p
¢’est-a-dire

AG+ ATRI+ - Ap R A R+ A5 RIPDS 4 o 4+ 43 RT <0,

ce qui, d’aprés (5), signifie que F,(Ri)<0.

Enfin, manifestement, Fy(0)>0 et Fy(+ «)>0.

Le fait que 0<r,<R,, et les inégalités F,(0)>0, F;(ri)<0, F,(Ri)<O0et
Fy(+ 00)>0 démontrent que F,(z)=0 posséde au moins deux racines positives
r; et R, satisfaisant aux inégalités 0<r,<ri<Ri<R,< + o, donc aussi 2
ry<<R,. En vertu de la régle de Descartes, F;(z)=0 ne peut posséder d’autres
racines positives.

Nous démontrerons maintenant encore deux théorémes sur les polyndmes
de composition. ‘
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Théoreéme 3. Soit R, la racine positive (unique) de I’équation
(6) Ao+ AT Ry+«+ + + A5 RUT'— A RE =0, A4,#0, s>1.

Alors tous les zéros du polynéme de composition
n
(7N P(Z)=kzoakbkzk, by #0, |ag|=Ag, |by|=B;

sont contenus dans chacun des cercles

1 1 1
t

®) 2| <RS (14 M) <R, (1+M))7,
1
9) |zi<RS M,<R M,
ol on a posé
Bk)
M;= max [—=
Ochcn—1 (B,,

1
‘Bk ;l———k n_1
M,= max s >0, S o<1
O<tksin—1 1 P
B,y

1 1
avec —+—=1.
K} t

Démonstration. Soit
(10) Z=uk

un zéro du polyndme (7). On aura alors
n—1
A By [u[®| AP < 3 Ag|u|¥ By E,
k=0
c’est-a-dire

n—1 B 1
11 Ay |ulr< A lule k.~
a1 aluln< 3 Aelult by

En appliquant au second membre de (11) linégalité de Holder avec

i+L= 1, on obtient
s t
R n—1 R n—1 B\ ¢ 1 T
(12) ap m<( Alu ks)( (—") ——) .
] kgo ] kgo B, | A |kt

Soit M, = max (1—1:1“) avec |A|>1. Il résulte alors de (12)

o<k<n—1 \ B,

il (3 i) (5. 51

o l)\ltv
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c’est-a-dire
s

a3 Al u|m< (:%Azxulks)(ufft‘_l) '

1 1
Pour |A|=(1+M1", |ul=p" (13) se réduit a

n—1
Anpn < 3 Arp*
k=0
ce qui, d’aprés (6), signifie que p<R,, d’ol résulte, a la suite de (10), la pre-

miére des inégalités de (8), tandis que la deuxiéme résulte de (3) (théoréme 1).
Pour démontrer (9), supposons que nous ayons dans (12)

B 1 t n—1
(J. ) <oy, >0, z a<l,
B, |7\|”_k k=0

ce qui signifie que
1

By "k
|x|<[— n

Bn“kt
Pour
1
B, \k <
(14) |A| =max k . |ul=p®
Ock<<n—1 1
B, o)

on a

—1 t
SE L
k—o\B, ‘7\|"‘k

n-—-1
Ayen< 3 Ageh,
k=0

et (12) se réduit a

ce qui, d’aprés (6), nous donne p<R;, d’olt résulte, & la suite de (10) et
de (14), la premiére des inégalités (9), tandis que la seconde résulte également de
(3) (théoréme 1)
Lorsque ¢t — oo, alors s —1 et (9) se réduit a
, 1
— _ B, \n—k
lz|<R/M,, M,= max (—1‘) ,

o<ksn—1 \ B,

ce qui est un résultat connu, obtenu par D. Markovitch [4].
En particulier, pour a;=1 (k=0, 1, ..., n) le polyndme (7) se réduit a

(15) P(5)= S byzt.
k=0
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Dans ce cas, la racine positive de I’équation (6) est R,, 1<R,<2, ce qui
signifie que tous les zéros du polynéme (15) sont contenus dans chacun des

cercles
! 1

(16) |z|<2* (1+MY)", .
1
an |z|<2® M,.
Lorsque s—>o0, on a t—>1 et (16) se réduit 4
lz|<1+M,,

et ceci est le résultat classique de Cauchy [}, tandis que (17) se réduit, dans
ce cas, &

1
« Bk n—k n—1
[ZI<M2= max ( ) . <O, 20tk<1
Osckscn—1 \ By, o, k=0
ce qui est le résultat obtenu par Fujiwara [3] (méthodék ‘de Fujiwara).
Quand ¢t —>oce, on a §—1 et (17) se réduit a

1

n—k
lz|<2M* M*= max (—I-g-—’f) (Montel [5], Dieudonné [2)).

Ochkscn—1 Bn

Exemple. Soient
s
fi(@®)=3 ayz%¥=9+6z+322+423+24+725,
k=0

s
L@=3 bpzb=1+z+322+223+4244+ 225
k=0
On aura alors

5 .
P(2)=73 apbpz¥=9+6z+922+82+4244 225
k=0

L’équation (6) pour s=1 dans ce cas est
9+6R,+3R}+4R{+RI—Ri=0;

sa racine positive est R, =3. Nous avons ensuite, dans notre cas

1

— S—k
M, = max (Elg) =2

Osck<4 \ By

d’olt on.a R, M,=6.
Pour s=1¢=2 l’équation (6) est

81+36R,+9R3+16 R3+R3—R3=0
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. . - (B : .
avec la racine positive R,<<5. Nous avons M;= max (——’-‘) =2, ce qui donne

O<ck<<4 \ B,
d’aprés (8)
1

1
RI(1+MD*<)25=5.

Donc, pour s=t=2 tous les zéros du polyndme de composition P(z)
sont contenus, pour I’exemple considéré, dans le cercle |z|<5, tandis que du
théoréme de D. Markovitch [4] on aurait dans ce cas la conclusion que tous
les zéros du polynéme donné P(z) se trouvent dans le cercle |z|<6.

Théoréme 4. Si I’'éguation

(18) Ao+ A1 R+~ -- +A”_1R’,’_1—A;R§’+A;+1R§’+1+ c- 1 ASRY=0,
A,£0 (1<s< )
a deux racines positives R, et R;, avec R;<R:, le polynéme de composition
n
(19) f@)=3 apbpz¥, by#0 |ap|=Ap, |bx|=By
k=0

admet alors exactement p zéros dans le cercle
1

(20) ' |z|<R, "M
et pas de zéros dans Ianneau circulaire

1 1
@21) R’ M<|z|<R M,

s’il existe un nombre positif M tel que
1

1 1 k=P
By Y7* .| Byaf
(22) max k <M< min |22%_
0<<k<p—1 L pi<k<n| By
B, on
n 1 1
avec ock>0, 2 dk<1; —_—t—=1, t>1.
k=0 st
k#p

Démonstration. Soit
z=u}, (|A|=M)
et ¢ un nombre positif pour lequel on a
(23) Rit+e<|u|*<R;—e.
Il résulte alors de (18) que
Aplulp> 3 AL|ulm,
k=0

k#p
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d’ol
1

n 3
24) aylule>( 3 atjupm)
piopd
Soit M=|A|>1 de fagon que nous ayons

1
5 (B 1 v\
25 = <L
( ) (kZO(Bp Mp—k))
k#p

1l résulte alors de (24), compte tenu de (25) et de Pinégalité de Holder avec

—1—+—1—= 1, t>1 que
s t

1

noo S o B 1 0t n B; 1
A |ul? AL |ulke ( S 1 \Y 5 S Ay |ulE(2E. ,
ol¥] >(k§o klu] ) Z<Bp Mﬂ-k)) Z, Al (3 MM)
k#p

k=0
k#p k+#p

d’od on a,  la suite de M=|A]|, que

n
(26) Asz,}uMP>Z AkkauMk.
i
Soient
27D P(z)= 73 apbyz¥, Q(2)=a, b, z?.
K=0
k#p

On a, sur le cercle |z]|=|u7|, de (27), compte tenu de (26), que

n
IP(2)|< 3 Ay By|un|F<A4,B,|ur]?=|Q(2)7#0,
o
d’ott il tésulte, d’aprés le théoréme ds Rouché, que dans le cercle |[z]<|u}r],
f(2)=P(z)+Q(z) a le méme nombre de zéros que Q(z), donc p zéros. Ftant
donné que |u|, d’aprés (23), est un nombre aibitraire tel que
L L
R <|u|<R!

d’olt
1 1

R M<|ur|<R" M, (|A|=M),
il en résulte que la fonction f(z) a exactement p zéros dans le cercle
1 1 1

§z{<R;s M, et quelle n’a pas de zéros dans le domaine R;:M<[zI<R:tM,
oll M est nombre positif pour lequel sont satisfaites les relations (22).
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Dans notre cas M est choisi dans (22) de maniére que

B, 1V B z
. , 0, 1.
(Bp MP—’C) < O op=> Z Oy <

k+#p

Les derniéres relations sont satisfaites si

7k
M= BI’: - , k=0,1,..., p—1
Bz,a;'—
IR
1Nk
;
M<—I—gl°—“k— , k=p+1,p+2,..., n
By :

c’est-a-dire si les relations (22) sont sat1sfa1tes, ce qm démontre complétement
le théoréme 4.
Si P’équation (18) a deux racines positives distinctes R,’ et Ry pour s=1,
elle a, d’aprés le théoréme 2, deux racines positives distinctes également
’ " .
R, et R; pour chaque s>>1. Pour cette raison nous avons que f—oco quand
s—1, et le polyndme (19) a, d’aprés (20), exactement p zéros dans le cercle

|z|<Ri M
et d’aprés (21), pas de zéros dans P’anneau circulaire
RiM<|z|<RIM

1 1

B\F  (B\*?
max [—% <M< min {2} .
o<k<p-1 \B, pri<ksn \ By,

Si on a encore bp=1 (k=0, 1,..., n), alors M=1, et on obtient dans ce

. n
cas le théoréme classique de Pellet [6] pour le polyndéme z ay z%.
. k=0
Remarque. Par le méme procédé utilisé dans la démonstration du théo-
réme 4 on peut démontrer le

Théoréme 4'* Soit la fonctzon donnée, Z ay 2%, converge absolument
k=0

pour tous les z et soit la fonction Z by z% admet un rayon de convergence r> 0.
k=0
Si I’équation

-
> ARRi—A RE=0 (d,#0, Ay=|az|; 1<s<o)
k=0
k#p. . .
* Je txens é remercier: le professeur Sto_uakovnc de I’Umversité de Nov1 Sad, de m’avoir.
suggéré Pextension du théoréme 4 aux fonctions entiéres.
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posséde deux racines positives R; et Ry, avec R;<R: , alors la fonction composée
f@)= 2 apbyzt (by#0, By=|b)
k=0

a exactement p zéros dans le cercle
1

|z|<R: M
et pas de zéros dans I'anneau circulaire
L 1
R M<|z|<R,'M

a condition qu’il existe un nombre positif M tel que

1 1 \k-»P
B, 7 .| By
max |——% <M< min |=27%_
Oh<<p—1 1 k=p+1\ By
t
Bpock
avec
i 1 1
>0, > yp<l; —+—=1, t>1.
k=0 s t
k+#p
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