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EQUATION FONCTIONNELLE CYCLIQUE LINEAIRE
ET NON HOMOGENE

Budimir Zarié
(Communiqué le 5 Décembre 1969)

Dans cet article on trajte l¢ probléme de résolution de Péquation foncti-
onnelle cyclique.

(D Cay f(xy, Xy X3, X F A f(Xy, X3, Xg, Xp) + a3 f (X3, Xgs Xy, Xp) +

+a f(xg5 Xy X5 X3) =8 (X1, X2, X3, Xg),
ol a5, x(i, j=1, 2, 3, 4)) sont des nombres réels, la fonction g(x;, x;, x5, X4)
est donnée et la fonction f(x;, X,, X;, X,) est inconnue. On va tout d’abord

démontrer que chacune des équations (1) est équivalente 2 une des équations
fonctionnelles suivantes:

Sy, 22,35, %)=

.
s

=(§11 +a) [g (01 Xps X30 X) + 8 (X3, Xgs X1, X)] = (82 + @) [§ (635 X35 X4, X))+ 8 (K45 Xy s X35 %3]
A 2{{a, +a))*—{a, + a,) '

+ (@, —a3) [g (15 Xg3 X35 Xa) =& (X33 Xy X; 5 X)) —(@,— ) [§ (X5, X3, X4 X)) ==& (X4, Xy, X5, X3)],
- ,
2{a,—a)) +(a,—a,?]

a8 (X1, Xy, X3, X4} a3 8 (X35 X3, X4y X1) .
s

Ly X, %3, %) + (%3, %45 %y, %) = PP
. a*—a,

a; g(xl » X35 X3s X4)—a2 g (xz, X35 Xy xl) .
s

S (15 X5 X35 X)=f (X35 X45 X1, X5) =

a?+a,?
@ O=g
Xys Xys X35 Xg) + & (X3, X4y Xy, X
+f(x,,x2,x3,x4)+f(xz,x3,x4,x1)=g(' 20 X35 Xg) + & (X3, X4, Xy 2)+
2(a, +ay

+(al"'a3) F:4 (xls Xy Xy» x,)-—g (X4s Xy» X, xg\]"’(az_‘a,a) [ Cxyy x5, X3, xq)""g (xzv X3y X4y xl)] .
(a:—a)* +{a,—a,)’ ’
g(xl,x2’x3’x4) .

Ly 255 Xy, X) S (X, X5 X4 X0)+ L (X35 Xgy X5 X))+ S (X4 X1 X35 %5 = __’_‘;“—— 3
- . t
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&Ry, Xa s X35 X))+ 8 (X5, Xys Xg,5 Xp)

X1s Xgs Xyy Xg)—F (Xos X3, Xy X1} =
f( 1 2 3s 4) f( 2 3 4 l) 2(a2+a3)

+ (@1—a) {2 (%1, x5, 3, X) + 8 (x5 X5 Xpy X)) —(@,—a) [2 (X, %5, %3, X ) + g (X2, X3, X4, X)) .
(@—a5) +(@,—4,)? ’

& Xy5 X5, X3, X4)

a

F s X5 Xay X)—F Ky X35 %45 X) (X33 Xgs Xy X3—F (R4 X1y Xy, Xy) =

On va décrire aussi un procédé au moyen duquel on peut, pour chaque équation
donnée, déterminer celle des équations (2) & laquelle elle est équivalente.

Par exemple, si:
& +d,=0
a+a;=0 et a12+a22#0,
Péquation (1) équivaut a Péquation
a1 8 (X5 Xps X3 X)—y 8 (X35 X35 X4s X))
a® +a?

Enfin, en appliquant la méthode de S. B. Prefié [1] on va trouver la solution
générale de chacune des équations (2).

1. Soit donnée I’équation

f(xp X2y X35 x4)—f(x3, Xgs X5 xz) =

1 ay f (%15 Xp, X3, X9) +a, £ (X5, X3, X4s Xp) + a3 f (55, X4, Xy, X5) +
+ag f(Xgs X5 X2y X3) =g (X1, X3, X3, X,),

ol 4, a,, a;, 4,, sont des constantes réelles, la fonction réelle g des variables
réelles x;, x,, x;, x, est donnée et la fonction té.lle f des varicbles réelles
X, X,, X3, X4 €st inconnue.

Cette équation est cyclique linéaire et non homogéne.

En effectuant les permutations cyclique des varizbles, on obient les équations
suivantes,

ayf (%1, X2, X3, X))+ @ [ (%, X35 X4 X1) + 0, [ (X3, X4, Xy, %)+
F a3 f(xq, X4, Xy, X3) =8 (X, X3, X4, X1)
3) a3 f (X1, Xz, X3, %) +aa (X2, X3, X4, Xy) + @y f (%5, X4, Xy, %) +
Fay f(xy, Xy, Xy, X3) = g (X3, X4, Xy, X3)
a f (X5 Xy, X3, Xg) + 3 f (X5, X3, X4, X))+ ag f (X5, X4, Xp, X5) +
T a f(Xy, Xy, X35 X3) =8 (X4, X1, X, X3).
Si I'on pose:

S (x5 %3, X4, %) :J?:

S(x35 x4, Xy, %5) =7:
=f.

f('xh Xs xZ’ x3)



le systtme formé des équations (1) et (3) prend la forme suivante:

C))
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!

a1f+a2f+a3f+a =g,
af+af+ az?—#a jE”=§
a3f+a4f+a1f+a E=;
a2f+a3f+a4f+a E=gE

Introduisons les désignations:

On a a=

devient.

(%)

c’est-a-dire:

Q)

a,+a;=2M, a,+a,=2P;

a—ay;=2N et a,—a,=2Q.

MU+D+PTN+NGE-D +2T-DN=8
PUD+MGTH)—Q~D+NF-D~z

Il

M(f+f)+P(f+f) —N(f~D—0 T~ f)

||| Oq I}

P(f+f)+M(f+f)+Q(f—f) N(f—N)=¢

M(F+D)+PF+ )=%(g+?)

P(FA)+ M (F+ E)=%(‘ 12)
NG—1)+0(F—N)= %(g-g:)
—QU-N+NGF=N)= % E—2).

les systemes (5) et (6) étant évidemment équivalents.
Le déterminant du systéme (4) est:

Q)

A =[(a, +a;)—(a, +a)1[(a,—a;)* +(a,—a,)] =

=16 (M?*—P?) (N*+Q?)

89

M+N;, a,=P+Q; a,=M—N; a,=P—Q et le systtme (4)
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Décomposons le systéme (6) en deux sous-systémes

®)

®

M(f+f)+P(f +f)=

gzu

(

-(g+

‘l_';ll!

P+ +M T+

"“‘slll
Il
~ n]- wr

JI

N(f—D+QF-N=—(g—g).

3]

— QD+ NT—F) =—i~ E—2)

dont les déterminants sont les deux derniers facteurs du produit (7), respec-
tivement, ;

D

I

(IT0)

vy

V)

(VD

Les assertions suivantes sont évidentes:

Si M2—P2%:£0, le systéme (8) est équivalent & ’équation.

(@, +a) (g +5)—(a+a) (T +8)
(a,+ a3)2_(a2 + ‘14)2

F+f=

Si N?24- (%50, le systéme (9) est équivalent 3 Péquation

f-——?: (a,—a3) (g—g)—(a,—a,) (g—2) .
(a1 —as)* +(a,—a,)’
Si N=0=0, le systeéme (9) est équivalent & I’équation

g—g=0.
Si M>—P?=0 et M=P=0, le systtme (8) est équivalent & I'équation
g+§=&
Si M2—P2=0 et M=P=#0, le sy‘stéme (8) est équivalent & I’équation

f+f+f+f~ (g+g)
a, +a,
Si M>*—P?=0 et P=—M+0, le systéme (8) est équivalent a I’équation
f—f+f=f= (&+8).
)

D’aprés (I)—(VI), on a immédiatement les conclusions suivantes:

Si M?—P2:£0, N2+Q2¢0 le systéme (6) est équivalent au systéme:

f+ f (01+“3)(g+g) (a2+a4)(g+g)
(a,+a;)? ~‘(‘3’2”‘44)2

PG (E—8)—(a,—a) (e—g)

(ay—ay)? + (a,—a,)?
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c’est-a-dire a I'équation:
polata)(e +8)—(a:+a) (g +8)  (@,—a;)(8—8)—(a,—a,) z—2) .
2[(a, +as)*—(a, +a,)’] 2{(a,—ay)* + (a,—a,)]
1I. Si M?2—P?£0, N=0Q=0, le systéme (6) est équivalent au systéme.

f+f (al+as)(g+g) (a2+a4)(g+g)
(@ +a;)*—(a,+a,)?

g—E._—O’
C’est-3-dire 3 I’équation:
f +?= ag8—a,8
a,>—a,?
HI. Si M2—P2=0, N*+Q?=0, et P=M=0, le systtme (6) est équivalent
au systeme,

g+g=0

7 @—a) E—D—(a—a) E—5)

(a,—ay)* +(a,—a,)?

c’est-3-dire 4 I'équation B
= ag,g—a
ff= 8708
a,? +a,?
1V, Si M2—P?2=0, P=M=0, N=Q=0, le systtme (6) est équivalent 2
I’équation

0=g.
V. Si M2—P?2=0, P=M+#0, N2+ (Q%+#0, Ie systéme (6) est équivalent au
systéme
fHf+f+f= (g+2)
a+a,

-l —g)—(2,—a)) 8—2)

(a,—ay)* + (a,—ay)* -

b

¢’est-a-dire a 1’équation

(@—a) (8 +5—g—8)—(@—a) 5+5—-5—8)

f+7=;(g g)

2(a,+ as) o 2{a,—a,)} + (azfa4)2
VI. Si M?2—pP2= 0, P=M+£0, N=Q=0, le systtme (6) est équivalent au
systéme T
f+f+f+f= (g +8)
o vaytay S

g=2=0;
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d’est-3-dire & 1’équation:

FATHT S = g.

a;+a,

VII. Si M?2—P?=0, P=—M+#0, N>+ 0?0, le systtme (6) est équivalent
au systéme:

fT 4T~ =—

a, +a,

(g+?),

= 4—a) g—9)—(0,—a) E—)
/= (ay—ay)* +(a,—a,)?

b

¢’est-3-dire 4 I’équation

(@,—a5) (§—F—2 + 8)—(@—a)) (g + §—E —8)

fT=—=(g+8)+ .
2(a, +a;) 2 [(a,—as)* +(a,—a,)]
VIIIL. Si M2—P%?=0, P=—M+#0, N=Q=0, le syst¢tme (6) est équivalent
au systéme
= = 1 =
f=f+f—rf= (g+8):
a, +a,
g—£=0,
¢’est-d-dire a 1’équation:
—_— = = 2
F=f+f—f=—=5.
a; + a3

Nous avons donc démontré le lemme suivant.

Lemme 1. L’éguation fonctionnelle (1) est équivalente a I’équation:

L @)D a) D) | (@—a) G—D—@—a,E—g)

2[(a) +as)*—(ay+a,)] 2[(a,—a3)* +(a,—a,)]

si () +a)) —(a,+a)’#0 et (a,—a,)*+(a,—a,)#0;

z 45— &—"
II. f+f"' _a_l—z—'_.-a_z;" ’
si (a, +a;)*—(a,+a,)*#0, a,=a, et a,—a,;
1. PEALY Y

alz + 022 ?

si a,+a;=0, a,+a,=0 et a?*+a*#0;

V. 0=g, si ag=a,=a,=a,=0;
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~  g+g
V. f+f=——4+
2(a;+ay)

L@—a) e+ 3—5—8) _(—a)Grg—g—8)
2[(a—a)* +(a,—a)’]  2[(ay—as)* +(a,—a,)?]

si ata,=a,+a,#0 et (a,—a)*+(a,—a)#0;
— = = 2
VL JHf+f+f=———g
a, +as
si a=a,—a,=a,%0;

VIL. f—f= T L (al“as)(g"‘g—;-l—;_(a2~a4)(g+§m;_g:)’
2(a+a)  2[(@—a) +(a,—a)]  2[(@—a) +(a,—a)]

sit a,+a,=—(a,+a)#0 et (a,—a,)?+(a,—a)*#0;
= = 2
VIIL fftff=—=t
a, +a,
si ay=—@q, ay=a, a,,=—a, a*0.

2. Dans chacun des cas 1°—8° nons allons déterminer les conditions
relatifs a la fonction sous lesquelles Péquation est possible.

Proposition 1. L’équation:

af+ ‘12]7+ as]:r"" a“:’=g
dont les coefficients satisfont aux conditions:
(a;+ a3)*—(a, +a,)*#0, a,=a, et a,=a, est possible si et seulement si la
fonction g satisfait @ la condition g=§.
Démonstration. Dans ce cas-la 1’équation considérée est équivalente

a P'équation.

f +?= ‘ﬁ_g:ﬁi

a.>—a,?
(lemme 1, cas II).
1010
. 0101 . I .
On a la matrice A= , et la matrice B=-—— est compatible avec
1010 2
0101

le groupe cyclique de lordre 4 et satisfait 4 la condition ABA+A4A=0.
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La condition ABG+ G =0 [1] se réduit maintenant a

tell

g=
a8 "%E
) ) 1 a[é»—-az g
Ici G désigne la matrice: ————, — ="
a’—a? a,g8—a,g
a,g—a,8

Proposition 2. Sous la condition:
a+a,=—(a,+a)#0 et (a,—a)?+(a,—a)#0,
Iéquation:
af+ azf“}‘ asf"%?: g

est possible si et seulement si la fonction g satifait d la condition

g+g+g+g=0.
Démonstration. L’équation considérée sous les conditions a,+a,=
=(a,+a;)#0 et (g,—a,)*+(a,—a,)*+#0 est équivalente & I’équation:
T g+g . (a,—a) (g—g—g+8g) . (a,—a) (g+g—8—8)
2(ay=a3) 2[(a—a)+(a,—a)] 2[(a—a:)* +(a,—a,)]

(lemme 1, cas VII)

1 —1 0 0
Dans ce cas-1a, on a la matrice 4= 0 1—10 et
0 O 1 —1
—1 0 0 1
la matrice ....:1 —2- _“l_ 0
4 4 2
0 3 2 1
4 4 4
i 3 2
— 9 == =
4 4 4
2 1 _3
4 4 4

La matrice B est compatible avec le groupe cyclique de Tordre 4 et satisfait
a la condition:

- ABA+A=0
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La condition ABG+ G =0 se réduit a

g+g+g+e=0,
c.q.f.d

Ici G désigne la matrice:
gtg  (a—a)(g—g— g+8)—(a,—a) (g +g—
2 (a+a5) 2 [(a,—ay)* +(ay—a,)’]

i
Oeu
°e,

g5 (@—a)(E—g—g+9)—(6—a)E—g—g—2)
2(a;+ay) 2 [(a;—a;)* + ((a,—a,)’]

?Jrg +(a,+a3)(g g—g+8— (az—a4)(g+g —g—g)
2(ay+as) 2 [(al——a3)2 + (‘12_44) 1

£1E | (@—a)(E—g—E+8)—(@—0) G+g—5—8)
| 2(a,+a5) 2@ —az)? +(a,—a,)’] J

Nous aboutissons ainsi au lemme suivant:

Lemme 2. L'équation (J) est possible si et seulement si la fonction g
satisfait @ la condition (C).

Equation (J) Condition (C)

1° fe (a, +a5)(g +§)—(a2 +a)(g+ ;) g fonction arbitraire
2(a; +a;)*—(a, +a,)*]

L @—a) gD —(0—a) G—2)
2[(ay +a3)*—(a, +a,)]

o = a,8—a¢g =

2 e gm0
@ —a,

° = a a —-

3 f—f= —“—gz—ﬁ g+g=0
a +(12

4° 0=g g=0

o +  8+g
5 f+f=
2 ((11 a3)

(@—a,) (e +5—g—8)—(1—a) (E+8+8—8) | g—g+g—g~0
2 [(a,—ay)* + (a,—a,)]

+
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Equation (J) Condition (C)
6° FAF+Tef=—2 =
a,+a, g—g=0
- gtg
AR Sy R 4. S
2(a; +a,)

i

(a,—a;) (g—g_—;‘*‘?—)_(az_‘h) (g +£—;—g)

g+g+g+g=0
2 [(a;—a;)* +(a,—a,)¥]

8° fFr ot g g—g=0

a, +a,
D’aprés tout ce qui précéde, on a le théoréme suivant.
Théoréme 1. L’équation .
ayf (%1, X3, X3, Xg) + @ f (X, X3, Xy, X1) + a3 f (X5, X4, Xy, X5) +
Fa f (X, Xy X, X3) =8 (X1, X;, X3, X,)
est possible si et seulement si la fonction g satisfait a la condition:
1° g arbitraire, si (a, +a;)*—(a, +a,)*#0 et (a,—a;)*+(a,—a,)?*#0;
2° g—g=0, si (a+ a3)’—(a, + a,*#0, a;=a; et a,=a,;
3 g+§=0, si ay+a,=0, a,+a,=0, a,>+a,?#0;

4° g=0, siay=a,=a;=a,=0;
5° g— +§—g=0, si aj+ay=a,+a,#0 et (a;—ay)* +(a,—a,)*#0;
6° g—g=0, si a=a,=a,=a,#0;
7° g+§+(_g+§= 0, si ay+a,=—(a,—a;) et (a,—a;)*+(a,—a,)*#0;

8° g—g=0, si a,=—a,,a,=qa,, a,= —a,, a;70.

Notons que les solutions générales des équations,

I

g—g=0, g+g=0, g—g+g—g—=0, g+g+g+g=0
peuvent &tre exprimées d’une maniére assez simple [2].

Dans la suite, nous allons écrire les équations fonctionnelles en f 1°—8° sous
des formes simplifiées au moyen des conditions concernant g correspondents.
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3. Nous allons déterminer la solution générale de chacune des équations.

pata) @t —(@+a) G re) Ja—a) =) —(@—a) E—g)
2[(a, +a;)’—(a, +a,)? 2 [(ay—as)* +(a,—a,)?]

= a,g—a,g = ag—a,g
f+f=M, f__f=1_g_2£’ 0=g,

alzr-——azz alz + a22
= gtg  (a—ay) (g—f’) +(a,—a,) (g—g) == g
T _2 (a+ay) ¥ (a,—a;)* +(a,—ay)? SIS a, '

- gtE | (@—a)Ere—(—a)E+D , - 5 g
/= 2(a; +aj) ¥ (a,—a))* +(a,—a,)? S a -

Proposition 3. L’équation

= ag—a,g
a,’—ay?

a la solution générale:

177 1
- M——
! 2

1 —
3 t - (ag—ag)

2(a>*—a?)

=l

oit 11 est une fonction réelle des variables réelles x,, x,, x,, x, arbitraire.

Démonstration. A I’équation considérée correspond au systéme:

— = = qa __a_
frof+f+of =HE—DE
a,®>—a,?

1l

of tf+of +f=HETDE
a,>—a,?

f_|_ 07_}.74_ 0?= hEg—hE ,
a2+ ay?

T SIS

a,>—a,’?
dont la matrice des coefficients est
1 01 O
4|00
1 0 1 0
01 0 1/

7 Publications de I’Institut Mathématique
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La solution générale, d’aprés [1]. est donnée par

=BA+I)| — |—B6G

(11

SlESE S~
=lp=ig=ig=

Dr’aprés la formule (11), on a:

1 1= 1 -
=N+ —— (a,g—a,g), c.q.fd.
= 5 e 522)( 18— 8), ¢.4.f.

Proposition 4. La solution générale de I'équation

fFe_ 8T8 (=) (D) —(0—a)(s+g)
2(a,+a;) (a,—a,)* + (a,—a,)?
est
RIS | Ly PR ST | S . S C ol VL -
4 4 4 4 4(a,+a;)  2[a—ay)*+(a,—a,)]

_ (@—a)E—g)
2[a;—2a;)* + (a,—a,)’]

ot 11 est une fonction réelle des variables réelles x,, x,, x5, x,, arbitraire.

Démonstration. A I'équation considérée correspond le systéme:

i

— = = g+g (al—a3)(g+?)—(az~a4)(g+2’)
_F10. -
ST wray T (a—ayta—ay
= = gig | (@—a)(E+9—(@,-a)E+)
of =/—S+of 2(a1+a3)+ (a—as)* +(ay—a,)?

b

b

_ :_E: —E—l-g (a,—as) (;+§)—(a2—a4)(§+_:g’)
of +of +f—f 2 (a,—ay) + (ay—as)? + (a,—a,)?

B _ g+E_ (@—a)Ere—(a,—a) g+
e ey T (el T (—ayy

b

dont la matrice des coefficients est:

1—-1 0 0
A 0 1 -1 o0
0 0 1 —1

—1 0 0 1
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—_ —-— —— 0
4 4 4
o o _2 1

. 4 4
Dans ce cas-1a, on a la matrice B=

L, 3 2
4 4 4

I 3
4 4 4 |

Elle est compatible avec le groupe cyclique de I'ordre 4 et satisfait a la con-
dition ABA+A=0.

La solution générale, d’aprés la formule (11), est:

el L A AT, ete | (@—a)e—p)
4 4(a;+a3)  2[(a;—as)* +(a,~—ay)]

. (aZ_—a4) (g—‘g) , C.Q. f. d.
2 [(a;—as)* + (a,—a,)’]
Nous aboutissons ainsi au lemme suivant:

Lemme 3. La solution générale de I'équation (J) est donnée par la for-
mule (F), otr 11 désigne une fonction arbitraire.

Equation (J) Formule (F)

1° f= (@ +aj) (g+g) (ay+a,) (g+§) _
2[(a, + as)*—(a, + a,)]
4 (a,—ay) (g—;g:)—(az—a4) (E“?)
2[(a,—a3)* + (a,—a)]
2 PICY T g 1§, (@g—as
a2—a? .2 2 2(a*—a?)
30 e —f; 98— azg ’ f=-1—1_[+—1-ﬁ+ alg—aZE
a2 +a? 2 2 2(a’—a?)
4° O=¢ f=1
5° fof= f=TH—-—‘1‘—ﬁ+%ﬁ %ﬁ+
_ g+; i (al_as)(g_§) . _l_if'; ‘
2(aqy+a;)  (a—a;)* +(a,—a)? - 4(a,+a,)
(,—a,) (g—) 4 (@) (g=g)—(@—a) (s—g)

a—a; +(a,—a,)? 2[(a,—ay) +(@,—a)]

T*
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Equation (J) Formule (F)
6° f+frfrf=% JEER SRE, SRN, U, M
o 4 4 4 4 44
= g+g 1 1= 1= 1=
7° —f=——+ =—+—-—M+—-I+—-10+
i 2(a,+a3) feg gty
- (a,—as) (g +:;) _ + g+g +
(a—a;)* + (v,—a,)? 4(a,+a;)
(,—a)(g+2) + (a,—ay) (g—8)—(a,—a,) (g—8)
(a,—a)* +(a,—a,)? 2 [(ay—ay)* + (ay—a,)]
== g 3 1= 1= 1= ¢
8° Fif—f=t ) IR | LI R | S
J=f+I=s a feg =1y 4q,

Le théoréme suivant, corollaire immédiat des lemmes 1, 2. 3, et du théoréme, 1,
est le résultat principal de ce travail.

Théoréme 2. La solution générale de I’équation
a (X, Xz, X3, X))+ @ f (X5, X3, X4, X1) + a3 [ X3, Xy, Xy, X5) + ’
+a,f (%, Xy, X3, X3) =8 (Xy, Xy, X3, X,)
est donnée par les formules suivantes
1% f(xy, x5, X3, X)) =

_ (@, +a3) [8(x1, X, X3, X,) + & (X3, X0 X1, X)]— (@, + @) [§(X,, X3, X4 X1) + 8 (X5 X5 X, X] n
2(a, +a)*—(a+a,)?

(a,—as)[g (%1, X X3, %) =8 (X3, X4, X1, X,)] —(a,—a,) [ (X5, X3, X4 X1)—8 (X405 X1, X, %3]
+ 2 2
2(a,—ay)*—(a,—a,)

Si . (o +a)—(a,+a)}~0 et (ay—a3)* +(a,—a,)*#0;

’

o 1 1
2° f(xl’xz’xs,x4=?r[(x1,x2ax3,x4)_7n(xs,xuxnxz)'*‘

+a1 g (Xy, X3, X3, X3)— @ g (X, X3, X4, Xy)

2(a’—a?)
si (a;+ a3)*—(a, + a,)* #0, a=a, et ay=a,;
o 1 1
3 S(x1, %5, Xy, x4)=? IT (x;, x;, x5, x4)+? IT (x5, x5, X1, X,) +
+ a,g(xy, X, X3, X,)—a, 8 (X, X3, X4, Xy)
’
2(a*—a)

si : a+a,=0, a,+a,=0 et a’+a’#0;
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4° S, Xy, %3, %) =I1(x;, %5, X3, %), 8 ay=ay=a;=0a,=0;

o : 1. 1
5 S, x5, %3, x4)=7:l'l (%1, x5, X3, x4(_"z I (x,, X3, X4, X1) +

+—1— I (x5, x4, %y, xz)——l— IT (x4, %y, x5, x3) + 8 (X1, Xp X3 Xg) + (X3, X4 X1, %) +
4 4 4(a,+a;)
+ (a1—a3) g [(Xy, X5 X5 Xg)— & (X3, X4y X1, X)]—(@y—a3) [g (2, X3, X4, X1)— & (X4, %1, X2, X3]
2[(a—a3)* + (a,—a )}

si g +ay=a,+a,# et (a—ay)+(a,—a,)’+#0;

3 1
60 f(xla x2a X3, x4)=7 H (x1: Xpy X35 x4)_7 H (x2’ x3’ X4 xl)"

g(xl, X35 X3, x4)

1 1
—— T (x5, x4, X1, X,) +—I1 (x4, X1, X5, X3) +
4 (%35 X4 X1, X5) 4 (%45 X1, X5, X3) 4a,

si a=a,=a,=a,#0;
o 1 1
7 S(xq, %z, x3,x4)=71_[ (%15 xz’x3:x4)+'z I (x,, x5, X4, X1) +

g(xla X35 X35 'x4) +g (X3, x49 X1» xz) +
4(a,+a)

1 1
+: IT (x5, x4, Xq, x2)+—‘—1-H (X4, X1 X2, X3) +

. (a,—ay) [g (1, Xy, X3, X)—8 (X3, Xy X1, x)]—(a—a,)[g (X, X3, %4, X1)— & (X4 %15 %, x3)]
2 [(ay—a;)* +(a,—a,)*]

si a+a,=—(a,+a)#0 et (aa;)’+(a,—a,)*#0
3 1
8° S (x5 %5, X5, 364)=T IT (x;, x,, X3, x4)+—4— IT (x,, x5, X4, X1)—
—'L I (x3’ X4 X1 xz) +‘1— II (x4a X1s Xps x3)+g—-—‘—(xl 2 xz,_—_X3, x4)
4 4 4a
si a=—a a;=a, a,=-—a, aF0.
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