Sur une propriété de fonctions d’une infinité de
variables réelles.

Par
WACLAW SIERPINSKI.

Si & toute suite infinie de nombres réels x,, x,, X, ...
on fait correspondre un nombre réel y, on dit q1’on a défini
une fonction réelle d’'une suite infinie de variables réelles

y =f(x1$ Xa, x3 . ')'

Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant
(dont nous tirerons ensuite quelques conséquences):

Théoréme') [l existe une suite infinie (fixe) de forctions
d’uie variable réelle de I'¢ classe de Baire ¢,(x), ®a(X), pa(x),. .
., telle qur'il existe pour toute fonction réelle f(xy,xo, X, ...) dune
suite infinie de variables réelles une fonction g{x) dune seule
variable réelle, telle quon a légalité

f(rh Xsy X5, 00) = g('{)t(xl) + ‘Pz(xz) + @y +.. )

pour toutes les suites infinies de nombres réels X, X, Xq,...

Démonstration. L’ensemble de tous les nombres
réels étant homéomorphe a ’ensemble de tous les nombres réels
intérieurs a lintervalie (0,1), il suffira évidemment de démontrer
notre théoréme pour les fonctions f(x,,xsX;...), définies pour
O<xp<1l(n=1273..).

Posons, pour k=1,2,3,... et pour O <x<1:

1) Cf. L. Bieberbach. Journ f. r. u. a. Math. 165, p. 92; A. Lin-
denbaum. Fundamenta Mathematicae 20, p. 26—27; W. Sierpinski.
Prace Matematyczno-Fizyczne 41, p. 173,
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xEony —~ 2E 901y
(H p (x)= El 221({2““1) '

ot Ef désigne V'entier le plus grand ne dépassant pas #.
Les fonctions (1) sont évidemment de classe <{1 (comme
sommes des séries uniformément convergentes de fonctions de classe

< 1) et elles sont discontinues pour x= é—: ce sont donc des

fonctions de classe 1.
D’aprés les inégalités évidentes

t -1 <E¢<t pour ¢ réels
on trouve (pour 0 <x < 1):

—1<E2x —2E2vx «2:

le nombre E2°x — 2 E2v—1x étant un entier, il en résulte qu’il es
égal 2 0 ou a 1: c’est donc un chiffre pour la base 2.

Donc, quelle que soit la suite infinie de nombres réels xa
(n=1,2,3,..), telle que O <x, <! pour n=1,23,..., l'ex-
.pression

o7 E2% — 2E2" 'x,
1 2‘2" (2n—=t1)

> Pylx) = >
k=1 k=1

n-z

est, comme on voit sins pzine, un dévelloppement dyadique
contenant une infinité de chiffres O (tous les chiffres de rang
impair étant évidemment = 0),

Lemme. Si pour deux suites infinies xx(k=1,2,...) et
V. (k=1,2,...) de nombres réels >0 et <l on a

(2) Zcf)k(xk)= Elpk (yk)»
k=21 k=1

alors

(3) X, =y, pour k=123,..,



44 Waclaw Sierpinski
Démonstration. Si 'on a I'égalité (2), les développe-

ments dyadiques des nombres ZC‘_] ok (xi) et § 9« (yk) Sont égaux,
k=1 h=1

donc, en tant que contenant chacun une infinité de chiffres O,
identiques, et on a

4) E2%,—2E2" 'y, =E 2", —2E 2"y,

pour k=1,2,...; n=12

) Ly e e

Admettons maintenant que la formule (3) n’est pas vraie. Il exi-
ste donc un nombre naturel k tel que x =y, p.e. x,>y,. Dans

| S
ce cas on a, pour un nombre naturel p, X, —y >, d'ol
&

E 2°x >E 2%, 4-1. ll existe donc un nombre naturel ¢ qui est le plus
petit tel que E2% >E2%.: on a doncE 29 % B 2 y,, dinc
d'aprés x,>p,: E297x,=E 2%y, . On a donc

E2%x, —2E29'x, > E2%, —2E2%7"y |

contrairement a (4) (pour n=ygq).

La formule (3) est donc vraie et notre lemme est dé-
montré.

Soit maintenant f(x,, xa, X5, . ..) une fonction réelle donnée
quelconque d’une suite infinie de variables réelles >0 et <I. Dé-
finissons la fonction g(x) d’une variable réelle x comme il suit,

Soit x un nombre réel donné. S’il existe une suite infinie de
nombres réels xx (k=1,2,,..), O<xy<1, telle que

(9) X == y(x,) -+ py(xs) -+ Palxs) +----,

cette suite est, d’aprés notre lemme, unique (pour le nombre x)
et les nombres xx (k=1,2,...) (0 <xk <1) sont bien détermi-
nes par le nombre x. Dans ce cas nous poserons

g(x) :f(xli xz$ x3) L3N ] ')
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S’il n’existe aucune suite infinie de nombres réels xy (k=1,2,...)
telle que 0 <x <1 pour k=1,2,3,... et qu’on a ’égalité (5),
nous poserons g(x) == 0.

Le fonction (réelle) d’une variable rélle x est ainsi définie
(par la fonction /) et, comme on voit sans peine, on a Pégalité

£ (CPn(xx) + (xs) + Palx;) + ) = f (%1, Xg, X3 .. .)

pour toute suite infinie X, xp, x5, ... de nombres réels > 0 et <1,

Notre théoréme est ainsi démontré.

De notre théoréme s’en suit qu’ il existe une fonction
fixe d'une suite infinie de variables réelles, telle que toute fon-
ction réelle d’une suite infinie de variables réelles est une fon-
ction d'une seule variable réelle de cette fonction fixe.

On tire aussi de notre théoréme cette conséquence que foute
fonction réelle d’une suite infinie de variables réelles se laisse
représenter par superposition de fonctions d'une seule variable
réelle et d’une seule fonction trés simple d’une suite infinie de
variables réelles, notamment de la fonction

S(Xyy Xy Xy oo )= X3+ Xg+ X5+ --- 1)

Une fonction de n variables réelles peut étre regardée comme
un cas particulier d’une fonction d’une suite infinie de variables
réelles, p.e. on peut poser

Sy X o Xa)=J(xpXa.e., %0, 0,0,...)

Il résulted onc immédiatement de notre théoréme ce

Corollaire.?) If existe une suite infinie (fixe) de fonctions
d’une variable réelle ¢ (x), p2(X), @(X), ..., telle qu'il existe pour
toute fonction f( Xy, Xy ..., X, ) de n_>>2 variables réelles une
fonction g(x) d'une variable réelle, telle qu’on a I'égalité

F (X2, %) =8 (py(%) + 2(X) + ... + 9n (X))

pour tout systéme X,, X, ..., Xa den variables réelles.

1) Cf. L. Bieberbach, L c
2) (f. A. Lindenbaum, Fund. Math. 1.20, p. 27.
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Il résulte encore sans peine de notre théoréme que foute
Jonction réelle d’une infinité de variables f(Xy, X, Xg...), peut
étre représentée sois la forme

(6) f(xx:xmxs,---)zg(ﬁ_in?j’n(xnxzw--,xn)):

ot g(x) est une fonction d'une seule variable réelle et
Y (X, X2,. .. Xn) (n==1,2,3,...) est une fonction de n variables
réelles.

Or, il est & remarquer qu’ il existe des fonctions réelles
d’une suite infinie de variables réelles qui ne se laissent pas re-
présenter sous la forme

(7) lim fu (Xg, Xz00.., X),

=20

olt fu(xy, Xgy o .., Xn) (n=1,2,3,...) est une fonction de n varia-
bles réelles.

En effet, soit @ la famille de toutes les fonctions réelles
distinctes f(x,, X3, X3, . . . ), définies pour les suites infinies xy, X,
Xy ,... formées de nombres O ou 1: la famille @ est, comme

on voit sans peine, de puissance 97N,

Or, I’ensemble de toutes les fonctions réelles f(xy,%,, . .., Xn)
définies pour toutes les suites a n termes X, X,, ..., X%, [crmés
de nombres O et 1 étant de puissance 280 (pourn=1,2,3,...), on
en conclut sans peine que 'ensemble de iontes les suites infinies

falxy, X ..y Xa) (1=1,2,3,..)

olt fulx,, Xg, - .., Xn) est une fonction réelle de n variables égales a

0 ou a 1, est encore de puissance 2No. Il existe donc des fonc-
tions de la famille ¢ qui ne peuvent pas éire représentées sous
1a forme (7) (pour les suites infinies x;, xp, x3,... formées de
nombres O et 1), et il en résulte tout de suite notre assertion.

Faisons ici encore la remarque un peu paradoxale suivante
qui est due a M, A. Lindenbaum:

Aucune fonction f(x;, X9, Xa,...) d'une suite infinie de varia-
bles réelles qui pour toufe suite convergente (vers une limite
finie) de nombres réels x,(n=12,3,...) prend la valeur
J(xq, X, x&.,.).—_lim:’svn, ne peut pas étre représentée sous la

n—

Jorme (7).
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En effet, admettons, par contre, que f(x, X,,...) est une
telle fonction Onadonc f(0,0, ...)=0 et, d’aprés I'hypothese que

/

\8) f(xl) Xay Xgy oo ') = “Inxfn(xuxz’ sees Xn),

il existe un nombre naturel n,, tel que

Pareillement il résulte de f(0,0,...,0,1,1,1,...)=1 et de
(8) qu'il existe un nombre naturel n, > n,, tel que

~

1 m g
foy(0,0,...,0,1,1,...,1

)>

o oo

Ensuite on aurait pour un indice n, > n,

m Ty ng

1
Fa(0..,0,1,00, 1,0, 0) <
et ainsi de suite,
La suite
U ! Iy Ik
fnk(O,...,O,l,...,l,O, ..... ,ag ), (k=1,2,3,...)

2

(ou ak:—lr [l + (— 1)k J) ne serait pas donc convergente, tan-
dis que, d’apres la formule (8), elle converge vers

1 m ;
f(0,...,0,1,...,1,0,...,0,...).

L'assertion de M. Lindenbaum est ainsi démontrée

Il en résulte qu'on peut sans peine donner des exemples
eifectifs de fonctions d’une suite infinie de variables réelles,
J (X4 Xs, X3, .. .), qui ne peuvent pas étre représentées sous la
forme (7).

Une autre remarque de M. Lindenbaum est que, dans
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la formule (6), la fonction g(f) ne peut pas étre toujours continue.
En effet, si c’était le cas, on aurait

g (linn=13\]én(x1, Koy ooy Xa)) = 13213% (Wa (xg) Xa -+ 2 X0))

et, en posant fu (Xp, Xp, .+« Xn) = & (WulXy, X5, - . ., %u)), ON aurait
toujours la formule (8), ce qui n’est pas le cas,
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