Zu Fragen iiber nichtvertauschbare Grenzprozesse.

Von
J. KARAMATA und H, WENDELIN.

In einer fritheren Mitteilung des zweitgenannten Autors?)
sind Beispiele fiir Funktionen von n Verdnderlichen angegeben,
die bei der Anwendung der n! moglichen Vertauschungen ge-
wisser, sich auf je eine Verdnderliche beziehenden Grenzpro-
zesse nl beliebig vorgelegte Werte annehmen. Man kann nun
die dort gegebene Darstellung, insoferne die Grenzprozesse bloss
aus gewdhnlichen Limitationen und Ableitungen bestehen, auf
eine einheitliche Form bringen. Zur Prézisierung der gestellten
Aufgabe schicke ich erst eine Erkldrung voraus:

Teilt man die Menge der Indizes 1,2,..., n

in zwei Teilmengen & und 92, R+9={1,2,...

Lnl, 2. 9=03)), so werde der Operator
Oy, ...y, folgendermassen definiert:

O,,1 N {C A x)=0,, (Ov2(- .. 0,.7)..)
[ 0,=lim_tir iCg,

x>0
wobei { 2%
l Oizd—xi fir iC Q.
Xi=0

1 Jah}esbericht der deulschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 43, Heft 1—4,
s. 58, dff. H. Wendelin: ,Uber nichtvertauschbare Grenzprozesse®,

2) EFine der beiden Mengen kann auch leer sein.

®) {oc, B,...,0) bedeute die Menge der Elemente &, 3 ,..., Q; A. 3B
bedeute den Durchschaltt von U und B, U+B die Vereinigungsinenge von
A und B.

4) Siehe die nachstehende Seite,
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Damit ldsst sich nun die gestelite Aufgabe prdzise formu-
lieren:

Es seien n! beliebige reelle Zahlen Ay ...,
((vy...vy) sdmtliche Anordnungen von 1,2,...,n)
und € und @ fest vorgegeben. Es soll dann
eine Funktion @ (x,,...,x,) derart angegeben
A .. werden, dass

OVl...vﬂ(D(xl,...,xn)=Av1,...,vn

flir sdmtliche r! Anordnungen (v, ... vy)von 1,2,..
..., nowird,

Die Losung von A) ist offenbar dquivalent mit jener der
folgenden Aufgabe:

Zu jedem Operator O, ..., der vorigen n!

Operatoren ist eine Hilfsfunktion e, ... (X, ..

A .. ..., Xxy) derart anzugeben, dass
1 fiir (vy ... v0)=(py. .. pn)
o, ... ey = !
.Vl . (p} ! b { 0 » (Vl O vﬂ)¢(}‘l1 s 'p‘“)
wird,
denn in
DXysee s X)=Z @y ooy - Ay oo

(zu summieren iiberalle Anordnungen (p, ... p,) von 1,2,...,n)
liegt dann die in A) gesuchte @-Funktion vor, und umgekehrt,
wenn A) losbar ist, so gilt dies unsomehr von A’).

In der oben erwdhnten Mitteilung wurden zuerst die Hilfs-
funktionen fiir den Fall ® =0, sodann fiir den Fall =0 aui-
gestellt: auf diese beiden aufbauend die fiir # 0 und D #0
konstruiert. Die dort fiir den Fall ® =0 rekursiv angegebens
Formel weist die einfache Gestalt auf:

4y Dabei bedeute
0 oy JCxi=h.)—f(..x=0..)
dxi h—>0 ll
x=0
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( Py oun= Ppypg * Prgvg + +++ * Pn—tpn— mit
_ | 1 fiir (v, 0) = (., B) B
m .. % %‘5“{ 0, (1,9 #=(xB) und {y,d}={a,B}.
_ X
l Puap = —x—?x . xé—

In folgender Weise lassen sich nun unter Hinzufiigung eines
gecigneten Faktors bei der Darstellung (I) alle drei Falle in
einer einzigen Formel zusammenfassen:

Py pn=Foy - 8a - Py - Prgug+ v+ + Prpa—tpnr

an .. ;d
T x5 fir © ={0;,...,04 },
Fél--'SdE Gt 85 { 1 d }

1 D =0,

»

und wo die @y dieselben Funktionen wie in (1) bedeuten.

Die Richtigkeit dieses Ansatzes erkennt man sofort, wenn
man die ganz einfache Verifikation fiir die verschiedenen Mog-
lichkeiten im Falle n = 3 vornimmt.
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