(Uber lineare Operatoren mit besonderer Beriicksichtigung
der Fragen iiber Nichtvertauschbarkeit.

Von
HERMANN WENDELIN.

Einleitung.

Die Untersuchungen, welche sich mit Fragen iiber Vertausch-
barkeit von Grenzprozessen befassen, werden hdufig durch ge-
wisse Beispiele ergdnzt, wobei in der Literatur meines Wissens
nach nur Funktionen von zwei Verdnderlichen herangezogen
werden. So pflegt man fiir reine Limitationsprozesse') die Funktion

2 2
1 Xy

X
f(xu xz)f x'12 x ng ’

fiir reine Ableitungsprozesse die Funktion

X2 x,2

Xy Xo) =Xy Xy gt
g( 1 2) 1 A2 xla+x23

und fiir reine lutegrationen die Funktion

_ x12 - x22
u(xly xz):(x12 + x22)2

anzufiihren. Fiir diese Funktionen gelten die Beziehungen:
lim [lim f(x, x,)] =1, dagegen [lim [|lim f(x,, x5)]=—1,

X1—>0 X2'—>O X9 >0 x|—>0

0 0 » 0 0 ,

= olx,x)|=1 — | g(x,, X)) |=—1

OX, 0x2 S ( 1 ~) ) oxz Oxl S ( 1 2) ?
X1=0 X2=0 Xo =0 x1=0

1) ,rejn* soll hejssen, dass die Prozesse von einerlei Art sind,
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1 1
[fu(x,,x.)d,\',]a!x1 ,dageg(.nf { (x,,x)dx,]dxa Z

X1 '-:0 9= 0

l

Im Anschluss an diese Tatsachen liegt es nahe zu fragen,
ob sich auch fur n-fache (n>2) derartige reine Grenzprozesse
elementare Funktionen von n Verdnderlichen finden lassen, der-
art, dass sich bei den n! moglichen Vertauschungen der einzel-
nen Grenzprozesse n! verschiedene, speziell vielleicht n! beliebig
vorgeschriebene, Werte ergeben; und Entsprechendes im Falle
von gemischten Grenzvorgéngen.

Ich habe seinerzeit?) im Hinblick auf die vorigen spezielle-
ren Grenzprozesse eine Reihe von Funktionen angegeben, wel-
che den obigen Forderungen geniigten3). Das Wesentliche war
dabei die Auffindung gewisser Hilfsfunktionen, was ich zum bes-
seren Verstdndnis fiir das Folgende an einem Beispiel4), das sich
auf reine Limitationen bezieht, kurz auseinandersetzen will:

Gesucht werde zu n! beliebig vorgelegten Werten 4,, ..., ,

(v,. . .vu) sdmiliche Anordnungenvon 1, 2,...., n, eine Funktion
Py on VOD Xy, X ..., Xy, derart, dass

lim (lim (...(lim @, 4)...))=A nungen (v,...v, ) von

{ fiir simtliche Anord-
' Vn
XVI'")O ng")O xvn d!] l, 2, ceey n ISt

Wenn es gelingt, n! Funktionen ¢, ..., von x,..., x, der-
art zu finden, dass

lim (im (... (im Py .. )...))=
xy, >0 x},2—>0 Xpy >0
={1fur (}l]...}lu):(vl...vu)}gilt,
0 , (o) = (Vo)

wobei immer {}11 .. P } = {vl.. .V }5) ist, so besitzt man offenbar

2) Jahresbericht der D. M. V. XLIII, 1932, S. 54—57.

3) Der allgemeinen Einbeziehung der Integrationen siellten sich dabei
gewisse Schwierigkeiten entgegen, die den Anlass zu den folgenden Untersy-
chungen gaben.

4 Es gilt mutatis mutandis auch fiir die iibrigen Fille.
) {a, Bi.. ﬂ,c} bedeute dje Menge der Elemente «, 3,...,0,
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in der folgendermassen definierten Funktion @,,. ..y bereits eine
Funktion mit der gewiinschten Eigenschaft:

(plz...n’ZZAvl...vn ’(PV]"'VH)

wobei die Summation iiber sdmtliche Anordnungen (v,...v,)
zu erstrecken ist.

Die Funktionen ¢y, ...,, nenne ich Hilfsfunktionen, speziell

hier Hilisfunktionen fiir die Limitation. Damit ist ein lineares
Aufbauprinzip fiir die Funktion @y,...n aus spezielleren gegeben.

Offenbar war es die Kenntnis einer Reihe von Eigenschaf-
ten der speziellen QGrenzprozesse der Limitation, Ableitung und
Integration, welche die Konstruktion jener Funktionen ermog-
lichte 6). Die allgemeine Einbeziehung der Integration stdsst nun
auf Schwierigkeiten, welche den vornehmlichen Anlass zu den
folgenden, allgemeineren Untersuchungen gaben. Den Ausgangs-
punkt bilden dabei Mengen linearer Operatoren.

Unter einem eindeutigen Operator soll hier eine Zuord-
nungsvorschrift verstanden werden, vermdge welcher jeder Funk-
tion einer gewissen Funktionenmenge F — worauf der Operator
,definiert® (oder ,anwendbar“) ist — eine bestimmte Funktion

einer gewissen Funktionenmenge F zugeordnet wird. Solche Zu-
ordnungsvorschriften koénnen im besonderen durch bekannte Re-
chenverfahren (rationale Operationen, Grenzvorgénge etc,) gege-
ben sein. Es hédngt in diesen Féllen das Resultat nicht nur von
der Art des Operators, sondern auch vom Bau der Funktion ab,
auf die der Operator angewendet wird. Und es ergeben sich da
zwei Gruppen von Fragen,die zwar nicht ganz unabhdngig von-
einander zu ldsen sind, jedoch ein gewisses selbstdndiges Inte-
resse besitzen. Die einen gehen von den Eigenschaften der
Funktionen beziiglich eines vorgelegten Operators aus, wobei
auch die Frage nach den Funktionenklassen, auf welche die Ope-
ratoren jeweils anwendbar sind, eine Rolle spielt; die anderen
erheben gerade die Eigenschaften der Operatoren zum Gegen-

6) Neuerdings hat H rr J. Karamata (Beograd) ein besonders einheitli-
tches Konstruktionsprinzip tiir den Fall von QGrenzprozessen, die sich aus Limi-
ationen und Ableitungen zusammensetzen, angegeben. Siehe die in diesen Bande
nachstehende gemeinsame Note: ,Zu Fragen iiber nichtvertauschbare Grenzpro-
zesse®,
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stande der DBetrachtung. Solche Eigenschaften lassen sich nun
ganz abstrakt (d. h. hier: ohne Riicksicht einer Deutung eines Opera-
tors als speziellen Rechenverfahrens) zur Definition verschiedener
Operatormen zen verwenden. Unter A) soll zundchst eine Opera-
tormenge definiert werden (wobei zu den definierenden Eigen-
schaften auch eine Aussage iiber die Existenz gewisser Funktionen
hinzugenommen wird) die einerseits so umfassend ist, dass sie
die speziellen Grenzprozesse der Limitation, Ableitung und Inte-
gration enthélt, anderseits doch wieder so eng, dass mit ihr
bereits gewisse Fragen beziiglich der Konstruierbarkeit von @-
Funktionen behandelt werden kdonen?). Nachdem zuerst gezeigt
wird, dass die Operatoren der so definierten Menge ganz wesent-
liche, gemeinsame Eigenschaften der vorigen Grenzprozesse auf-
weisen und nachdem die Definition der aus den Operatoren die-
ser Mengze zusammengesetzten Operatoren gegeben ist, wendet
sich die Untersuchung unter B) den Fragen nach der Konstruier-
barkeit von @-Funktionen zu. Es wird sich da ergeben, dass
ohne Hinzufiigung weiterer Annahmen ein Konstruktionsprinzip
im Allgemeinen fir diese nicht angebbar ist, was daraus folgen
wird, dass bereits eine geringere Forderung nicht erfilllt werden
kann. Wohl aber wird sich, wenn man auf die vollkommene Will-
kiir der anzunehmenden Werte verzichtet und bloss deren durch-
gdngige Verschiedenheit fordert, unter recht einfachen Bedingun-
gen ein Konstruktionsverfahren entsprechender Funktionen (ich
nenne sie ¢ - Funktionen) finden Iliss2n. In speziellen Féllen

wird auch die weiteste Forderung zu erfilllen sein, worauf an
geeigneter Stelle hingewiesen wird. Durch die in C) vorgenom-
mane Einengung der unter A) definierten Operatormenge gelingt
schliesslich auch die Angabe eines Konstruktionsprinzipes fiir @-
Funktionen.

~ 1) Eine priazise Definition der @ - Funktionen fiir diesen Fall allgemei-
nerer Operatormengen kann erst spater gegeben werden. Vgl. Zg )!



A)
Eine Operatormenge O, bestehend aus sogenannten ,einfa-

o B
chen* (und eindeutigen) Operateren O, O}l, ... (v, ... natirli-
che Zahlen) soll durch folgende Eigenschaften festgelegt werden: Ist

o

Ov irgend ein Operator aus O und n eine (beliebige) naturliche

Zahl, so gelte:

o
Ist O auf fix,..., %) anwendbar, so ist

o
E) . . Ovj{xi, ..., X,) eine Funktion, die nicht von x,
abhingt®), sondern hochstens noch von den {ibrigen
Verinderlichen der Funktion f(X,, ..., Xn)-

o
Ist O, auf fo(xy..., Xn), =1, 2..., 7, an-

r
E) . . wendbar, so auch auf 3 fo und es gilt

p=1

0.3 =30, 5
p=1 P=1

o
Ist 09 auf f(x,,..., xa) anwendbar, so auch

immer auf g (Xay,..., %« )./, falls v nicht unter

)

Cyyo ooy U, ({ocl, ceey Og } eine Menge natiirlicher

o o
Zahlen), vorkommt und es gilt O, (g. f)=4g. O, f.

o ()
Zu jedem Operator O soll eine Funktion ¢, (xy)

E) . . von x, allein (kurz e(z')) existieren, derart dass

a (o)

O ¢ =1ist
vV v

8) Bs wird in Fy) nicht verlangt, dass f(x;,..., Xn) wirklich von X,
abhingt.
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[s4
Sei O f(xy vy Xy, ooy Xa)=glXyy o Xy,

Xvit, « .+, Xp); Setzt man denn filr xg, .. .., ¥, resp.
Xggreoos Xap) wobei {6;,..., ox} aus irgend-
E) . . welchen n verschiedenen Zahlen bestehe, so
gelte:

o
OGV Jgp vy Xgysene, X5, )=

_ o
= &(¥gy v s X, Xoypq s X5 )-)

Die vorigen Eigenschaften sind insbesondere den Grenz-
prozessen der Limitation, Ableitung und Integration eigentiimlich.

(44
Man konnie die Forderung, dass Ov J{x4, ..., xy) unabhéngig

von x, sein soll, durch eine weitere ersetzen, doch ist die unter
E,) gegebene Formulierung den hier in’s Auge gefassten Zwe-
cken angemessen, sie kniipft eng an die Tatsache an, dass die
einfachen Grenziibergiinge jeweils immer nur an bestimmten Stel-
len der Verdnderlichen vorgenommen werden.

Es ist von Interesse, ehe man in der Behandlung
des eigentlichen Problems fortfahrt, sich einige Folgerun-
gen aus £E,) bis Ej;) abzuleiten. Der Kiirze wegen fiihre ich
bloss die Resultate an und unterdriicke die meist ganz einfachen
Beweise,

F) . . { Fir jeden Operator O gilt: 0,0=0.

E,) ist gleichwertig  mit der Forderung, dass

o
F) zu jedem Operator Ov wenigstens eine Funktion
I

o (o)

fo) o
[fv (x,) existiere,so dass O, f, =0 ist.

%) Dies besagt zugleich, dass dann OF  auch fiie f(x ..., % ....x )

Gy 0’1 Gy Tn

definiert sein soll. (Eine triviale Forderung, die hier nur ausdriicklich ausge-
sprochen wird).
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a 154
Ist O f(x)=a und Op f(x)=b so gilt:
a=",

Ist f(x,,..., %, ,,.., Xo.,.-» Xa) Symmetrisch

e or

o
in xPl,...,xm,(ré_n)undist OPVf;Eg(xi,‘.., X,

cor Xy o xpvﬂ,...,xpr,...,xn), so ist auch g

1

X

symmetrisch in Hoys v oo Xoy oo x9v+1’ cees X

Sei flx,..., Xoysooer X

oprt e

trisch in X, ..., x, (r=n), sei ferner {ep, g, )=

., X,) symme-

= {04, .-y 0}, v<p und

o
Do O f=g e By ey By e

..,xpv+l..‘.,xpr...,x.,),

a
2) ... Opufs-..-h(x,,....,xpl,....,xpp .

...,xpwl,...,xpr,...,xn);

setzt man dann fiir die Verinderlichen in g
der Reihe mich §&,..., &a— und fiir die Verdn-
derlichen in £ der Reihe nach §&,..., &1, so gilt

h(gly' (AR §ﬂ_1)Eg(§1)'-' ’ §n~l)-

Sind die Funktionen a, b, ¢, d,... von X, ,
v =< MR irgend eine endliche oder unendliche
Menge natiirlicher Zahlen) unabhéngig, ungleich
Null und bleiben

1)... Va,Ovb, ,6 0,4, L (a.b),

o ¢4
O, (a.c), Ov (a .d)... endlich, so gilt

fiir y=a, b, ¢, d,....;
« (@ } y<9M, wobei k) eben-
A)... O y=k .y talis von x,, v < 9 unab-
hingig ist.
lusbesondere gilt dann:
2%
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Sind a, b, ¢, d,... von keiner Verdnderlichen

abhingig, ungleich Null und die unter 1) angefiihr-

o
Fo). . . ten Symbole fiir irgend einen Operator O aus

O endlich, so gilt A) fiir sdmtliche Operatoren
o
O, (« fest), aus O,

Die vorigen Folgerungen zeigen die enge Verwandschaft
der Operatoren aus O mit jenen linearen Operatoren, die durch
gewisse Rechenprozesse definiert sind, wobei diese sich jeweils
auf eine bestimmte Verdnderliche an einer bestimmten Stelle

a
dieser beziehen. Beziiglich Ov kommt also der Verdnderlichen

xv auch bei den Operatoren aus O eine gewisse ausgezeichnete Stel-
lung zu und zur Vereinfachung der Redeweise kann kurz gesagt

24
werden ,,Ov beziehe sich auf die Verdnderliche x, “. Die obe-

ren Indizes «, 8,... sind dann charakteristisch fiir die verschie-
denen Zuordnungsvorschriften. Dass O auch die speziellen Grenz-
prozesse der Limitation, Ableitung und Integration mitumfasst,

wurde bereits erwidhnt. O ist aber umfassender, denn z. B. die
folgendermassen definierten Operatoren:

04 ——
B])"' Ov./(xiy""xv""1xn);1imf(x11"')vx )xn)r

patee
xV»

B
By... O flx.,...,x peees X ) =hmpe g, x, X)),

X,
x, -0

Y
B)... va(xl,...,xv,...,xn)z{f(l,...,xv yeens X))
xy =0
gehoren O an, wie man leicht nachpriift.
Fiir die mehrmalige sukzessive Anwendung von Operatoren

aus O auf eine Funktion soll im folgenden eine abkiirzende
Bezeichnung durch das Symbol des ,zusammengesetzten® Ope-
rators eingefithrt werden. Ein fiir allemal sollen sich dabei aber die
den zusammengesetzten Operatoren zugrundegelegten einfachen®
Operatoren auf lauter versciiicdene Verdndeiliche beziehen.
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oy g
Deraus O, , O, ...

ge zusammengesetzte“(sogenannte ,s-fache®) Opera-

o
Os ® in dieser Reihenfol-

H

51 dg ... Us
tor

Zl) . . 01 2....8
01 0o (o) )

werde folgendermassen definiert:

Dabei braucht aber unicht o; 52 ok fiir ik
zit sein. 19)

Die Menge der s-fachen (s=2,3,...) Operatoren werde
mit O, bezeichnet. Den Operatoren aus O, kommen E,) bis E;) analo-

(Xl a2 ... Us
ge Eigenschaften E,") bis E') zu. Sei Ol . . ein Operator aus

O, , so gilt ndmlich (nun als Folge von Ey) bis Ey) und Z,)):

O, .« f(Xpev.yXsy.e.,Xn) ist eine Funk-
tion, die nicht von x,,..., xs abhdngt, soniern
héchstens noch von den iibrigen Verdnderlichen der
Funktion f(x,,..., Xa).

E')

IStOI “'sauffp(xl,...,xn),(g=1,2,...,r)an-

EY . . wendbar, so auch amf}:fp und es gilt

p=1

Ol...s Zrlfp(x1 rree :xn): 21:3101 L8 fp .
o=

o=

Ist O,. ¢ auf fix(,..., xn) anwendbar, so
auch immer auf g(xar.. ., xar ). f, falls {og,...,0q |

E'y) {1,2,...,s) =0 ist, und es gilt
O, .s8(ay,..., X)) [(Xgy oo Xn)=
=g(xal"":x‘1t) . 01-'-'Sf<x1)"'7xn)'
{ . ul...ccs . . .
- J Zu jedem OperatorO, . " ° existiert eine Funk-
4 X1...Us v
]\ tion eil___i, (xg,.., %) (kurz ef’,,,a:) derart,

10) Wo kein Missverstindnis zu befitrchten ist, sollen zur Vereinfachung
die oberen Indizes ofters weggelassen werden. Es ist dabei zu beachten, dass ja
die unteren Indizes mit den oberen streng gekoppelt sind. ‘ )
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Oal...ds 0fg...0qs . . C(l....as

dass 1....sel...s:115t'Furel ...... skann
’

E4) L g ..U a] g as

man setzen € ... s=6 € ...l

Sei OI‘ e sf(xl you- X, oey Xn )=g(xs+1; c e
...y Xn); setzt man dann fiir x,,..., X, resp. Xgy o+
E'y .. .o+, Xg,, WObei {or,..., 04} aus irgendwelchen n
natiirlichen Zahlen bestehe, so gilt

00'1--. O'sf(xcl" . ')xcs" "xcn)=g(‘xcs+1)" "xcn).

Die ganz einfachen Beweise dazu mogen hier unterbleiben.
Aus E/) bis E’;) konnte man wieder F,) bis Fg) analoge Ful-
gerungen ableiten. — Ich fithre noch einige fiir das folgende
wichtige Bezeichnungen ein.

Ay

Ay
Die Gesamtheit der Operatoren O " 7
Vi « . Vs

(v1,...,vs) sdmtliche Anordnungen von 1,2,..., s
durchlaufend, heisse ,s-fache Operatormannigfaltigkeit
Z
2 von OTI OC: “ (kurz O. Mf. von 0;11 az ). Sie
kann offenbar durch irgendeinen Operator daraus
repréasentiert werden.
. Oy « v o Ug

Sei eine s-fache O. Mf. durch O1 L, e
prdsentiert, Ist dann (@i,...,0 ), (r=2), eine
Teilanordnung von (I, 2,...,s), wobei g; <g,<
... <aor sei, so heisse die r-fache O, Mi., die durch
O™t ™" reprisentiert wird, eine rfache Unter.

PLa-e-por
mannigfaltigkeit (U. ML) der obigen O, Mf.

Kann man zu den s! Operatoren der O, Mf.

Ay« vals . .
von Ol . undzus! beliebig vorgegebenen Wer-

Z4) ten Avyy...vs, (v1...vs) sdmtliche Anordnungen)

von 1, 2,...,s, stets eine Funktion @ (x,,...., X
" derart angeben, dass fiir alle Anordnungen (v;,.. vs)
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Ay e Oy
0 1 s(p=A1’1...vs

Vl " s e VS
gilt, so soll dafiir kurz gesagt werden ,die O. Mf.
Ty «e.Us . .
von O7 """ " besitze d-Funktionen®.

Kann man dagegen zur obigen O. Mi. wenig-
zZ) . . Jstens eine Funktion W(x,...,xs) angeben'), so
werde dieser Sachverhalt durch den Satz ,die O, Mf.
Oavl soe Uy . N « .
von b e v besitze W-Funktionen“ ausgedriickt.
Die entsprechenden @-bzw. W-Funktionen

sollen ,zu OTI: js gehdrige* @-bzw. W-Funktio-

nen genannt werden.

B)

Unsere Fragestellungen lassen sich nun einfach formulieren.
Wir fragen zunéchst:

a) Lassen sich auf Grund der Kenntnis der
Eigenschaften E')) bis E'5) zu einer beliebig vor-
gegebenen n-fachen O. Mf. stets @-Funktionen kon-
Py . . struieren ?
bzw. falls a) verneint werden miisste:

b) Kann man zu jeder n-fachen O. Mf. we-
nigstens stets eine W-Funktion konstruieren ?

Es zeigt sich, dass P,)b6) — also umsomehr P, a) — ab-
schldgig zu beantworten ist. Denn bereits die folgende Frage
muss verneint werden:

Léasst sich P,) b) vielleicht fiir den Fall n =2
Pye). . bejahen ?

Beweis.
[og

Sei Ola1 22 als Reprédsentant der 2-fachen O. M{. vorgelegt,

11) Das Wort W-Funktjon wird hier in analogem Sinne wie auf Seijte 16
egbraucht. .
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so kdme, wie man sich. sofort iiberzeugt, fiir ¥ hochstens der

)
Ansatz W= C. efal).e(zaz' in Betracht, wo C von x, und x, unab-

Ug Cg 01 .
w0, | W. Der Beweis
ist unabhédngig davon, ob o, = «, oder a; ¥ a, angenommen

wird, q. e. d.
Dass dann aber auch P,) ) fiir n > 2 zu verneinen ist, folgt

unmittelbar aus dem zweiten Teil des folgenden Hilissatzes:

ay
hingig ist. Es ist dann aber O, ,

Besitzt die O. Mf. von Olal"": :s Funktionen @,
so besitzt auch jede U, MI dieser O. Mf. @ -Funk-
H. S 1] tionen, T
Besitzt die O. Mf. von Ol' " Funktionen
W, so besitzt auch jede U. Mf. dieser O. Mf. ¥-Funk-
tionen,
BReweis.
. . (SC TSR 641 (Xplo-.()(pr -
Sei eine U. Mf. von O1 , durch 0, représen-
e oL c et pr

tiert, 0y <@ < ... <@, 2 =r<s. Sei ferner Ay ...ve, (Vi.. V1)
samtliche Anordnungen von g, 0,.. o, einbeliebig vorgelegtes
Wertesystem, Ich zeige dann, dass unter der in H.S. 1] gemach-
ten Voraussetzung sich eine @-Funktion @, ...or derart ange-

(o4 Q
ben lisst, dass fiir saimtliche Operatoren der O. Mf. von 00‘01' p‘or
P1 -1 Py
gilt:
oo U
o .. o™ Y Py or=Avy v
yp " Ve
Sei {1y, Tav.- e }={1,2,...,8}) —{ene. ..., }, 7y <7<

... < ts—. Ich wihle als Wertesystem Av,...vs, zu welchem ich
eine zur O. Mi. von O(:l(:s gehorige @-Funktion &q.. .5
konstruieren will, folgendes:

AV] v e VroTy .. Tyer T/ AVl ee o VUt fur Sﬁ.mtllche
{ r! Anordnungen (v,...V ) von g, Qs..., @ und
alle iibrigen Av ... vs beliebig.

(2)



Uber lineare Operatoren. 25

Es ist [
o
Vi-eo Upyp Qpp o« gy .
O f 1 s r¢].._s=AV1--.V1‘ fur
3 . o Twietu s
sdmtliche r! Anordnungen (vy... v, ) von 9,, Q,...
l Qr 12)

Eine Funktion @®p,...pr ist dann offenbar durch die Wahl

g oo s Opg o
4 . . @pt...prvgofq i Dy s

T{ v o+« Tg—T

gegeben. — Ebenso erkennt man die Giiltigkeit des zweiten
Teiles dieses Hilissatzes,

Dagegen ldsst sich unter Hinzufligung einer weiteren einfa-
chen Voraussetzung iiber die Existenz gewisser Funktionen @

je-+.Cn

zu den r-fachen U, Mannigfaltigkeiten der O. M. von O;x
ein Konstruktionsprinzip von W-Funktionen zur O. Mi. von
) oo 0471
O, . . angeben,
Ich schicke eine Zeichenerkldrung voraus:

Ist der Durchschnitt {o,,..., o6k} - {o, ..., a}
leer, so bedeute (a., Q)g,...q, die Anordnung

7 der in{a,. .., o} vorkommenden Elemente aus {o, ...
ot ....,0k ), so wie sie durch die Anordnung von
A g) mitbestimmt wird,'®) (So ist z. B.

(32145),35 = (31)).
und stelle zunichst folgende Tatsache fest:

Ist g(x4,...,Xn) eine Funktion, auf welche

sdmtliche Operatoren der O. M. von 0;1‘ o " an-

« m

n wendbar sind, so gilt fiir das Produkt der beiden

m+1 *

[s4 .
Funktionen g(x,,..., xn) und e * (s> m):
mt1 s

12) (7. .. csr) wird dabej festgehalten.

13) Die Bedeutung dieses Symbols ist demna h unabhingig von der Rei-
henfolge der angehingten Indizes oy,. .., 0k ; so istz. B. {x...p} Vgeoovk =
=(a...p)y g wean {vy.oavy p=1{1,2,.. .K}ist : L
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Upgeselpg| Gmilees Os
e - Xy oo, X =
vl....vs[m-ﬂ....s g(1 ! m)
(g, .. ayps)
= @ Amg(x,, ..., ¥m
T) . . (vl....vs)l,.'mg(l’ ? )
und zwar fiir sdmtliche Operatoren der O. Mf. von
Oal...us
1 (eusg .
. Oum—{-l 00!5
Der Einfluss der Operatoren U, ,...,0, auf g(x,,.s.

..»¥m) wird hier gewissermassen abgeschirmt, Da allgemein
Funktionen, welche die Eigenschaft dieses Produktes besitzen,
im Folgenden eine grosse Rolle spielen werden, definiere ich noch:

Ist o(%y,.., %) eine Funktion, aunf welche

die Operatoren der O. Mf. von O* """ “™ anwend.
bar sind, so heisse eine Funktion S(x,,...,xs),
(s > m), eine S-Funktion von g(x,,...,x, ) beziig-
lich dieser O. MIf,, wenn fiir sdmtliche s! Operato-

Zg . . ren dieser O, Mf. gilt:
RS 7L N
Ovl‘ ..... b Sy, ey X5 ) =

. (av..-(xy.
-wO 1 n)(xl..‘amg(xi,...,xm)lﬂ
(Vl,_..-vs)x_,‘ m

Nun ldsst sich unser Hauptsatz einfach formulieren:

n

[ Sei eine O, Mf. durch Ofl:_‘_'_n gegeben.

Satz 1] . Wenn dann fiir irgend ein festes r, (2=r<n), alle
r-fachen U. Mannigfaltigkeiten dieser O. Mi. @-Funk-

tionen besitzen, so besitzt diese O. M. auch stets

_ ) ay e . .
14) st z. B. g(xq, Xo) = xy+33, O1 , = lim lim und
X100 x93 50
qagug . 3 : _ .
O1 g 4 = lim lim Sxar SO ist S(xq, X9, Xg) =xg{(xq +xp) eine S-Funk-
x1->0 x50 3)(3:0
Oy Ug Ug

tion von g beziigl. der O. Mf, von O, , g -
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W-Funktionen. Es lassen sich dann ndmlich zu den

(rrz) r-fachen U. Mannigfaltigkeiten, reprdsentiert
. aal PR ‘Iar .

durch die Operatoren Oy | "', | wobei @, < ;<

<...<a; angenommen werde, (’rl) @-Funktionen

®ay ...a derart bestimmen, dass eine W-Funktion

. W durch den Ansatz
Satz 1] .

1).... ‘?(Xl,...,xn)fzgal...ar (X1,...,xn)

p
{ay,....,a;} aus {1,2,...,n} zu summieren ist.

Die Sa;...ar(%,..., %a) bedeuten die S-Funk-
tionen der @q, ...qar beziiglich der O. Mannigfal-

gegeben ist, wobei iber alle (n) Kombinationen

tigkeiten von O;xl .

. 15)

n

Beweis von Satz 1].

Vorbereitende Bemerkungen.

Fiir eine tbersichtliche Gestaltung des Beweises empfehlen
sich zundchst nachstehende, vereinfachende Bezeichaungen.

[ Es sollen die n! bzw. r! Anordoungen von
AR resp. 1, 2,. .., nbzw. 1, 2,..., r und die('rz)
Kombinationen {a,,a,,...,a,} aus 1, 2,..., n

(wobei stets a, <daz <...<a, angenommen werde)

15) In vielen Fillen ermoglicht die Beachtung folgender Tatsache eine fit
die Anwendung obigen Satzes wesentliche Vereinfachung:

Ugye o vOg. Qb e G oy
. . . .
Sind Oa1 o Obl by 0 .o o verschiedene U.Mannig

Qg s Un .
faltigkeiten der O. Mf.von O1 .. . n, wobei @y <ay <...<ar, <b;<by <..

e <br, g<ep<...<er,...und sind (ap,...ap ), Qg v oo e )y oe
verschiedene Anordnungen von (aa1 ... Qg )y so ist mit der Existenz von

%y ... g
®-Funktionen zur O. Mf. von O, 1 . a: zufolge E’) auch die Existenz
von -Funktionen zu den iibrigen dieser U. Mannigfaltigkeiten gewahrleistet-
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abkiirzend mit resp. N,, N,,..., Nar, bzw. Ry, Ry,
cevy Reyund K, f(z,...,K(n) bezeichnet werden.

Die Numerierung geschehe drabei so, dass man sich
die einzelnen Anordnungen (auch die Kombinatio-
nen als Aunordnungen aufgefasst) als gewohnliche
Zahlen gelesen der Grosse nach geordnet und nun
numeriert denkt.

Z) { Ist {a,,...,a:} =K und (¢,...0)=R;,

so bedeute Ak, r;={(ap, ... a0 ).

Im Folgenden sollen zur Vereinfachung bei den Operato-
ren die oberen Indizes zundchst fortgelassen werden. )

Da fiir festgehaltenes K; jeder der Operatoren OAKi R, (j=
1,2,...,rY) als Reprdsentant derselben O. Mi ange-
sehen werden kann (die eine U. Mf. von Oy, ist), geniigt zur
Festlegung dieser U. Mi. der Index 7. Ich setze daher fest:

Die O. Mi. von Oak,r; werde mit Ug, be-
Zs) - zeichnet?),
{ Die zu den U. Mannigfaltigkeiten Uy, geho-
Z.0) i rigen @-Funktionen, bzw. deren S-Funktionen be-
10 .

| ziiglich der O. Mf. von Oy,, seien mit @, bzw.

| Sk: bezeichnet's).
Schliesslich bedeute

. . n
z) . . { §}=OAK1,R3 P, '%) fir =1, 2,....,(,,) und
j=1,2,...,r!

a
n,
n

oy ..
16} Es bedeutet dann unter Beachtung von Z7) z. B. 0N1 =0 ‘...

Ayy e Yoy g, ... %g
O, =0 und O =0 " pr alNp=\V...
Ny Vi.... Vn AKy, R Upy v gy w nn Ny =y

“o..vn), Ki = (ay...ar ) und Ry = (py...0r ) ist.
17) Ich ziehe hier, wie auch in Zg und an einigen weiteren Stellen vor,

Ki statt i, Ry statt j zu schreiben, da hiedurch die Herkunft der Irdizes te ser
vergegenwartigt wird,

1) Die genauere Bestimmung dieser ,zu Uk: gehorigen® @-Funktioren
wird spiter erfolgen.

19y Diese Werte §; sind natirlich abhéngig von der Wahl der Funktionen
@i; vgl. Fussnote 18)! ' ’
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Offenbar gilt
(l) P { ON;; SK; = §; wenmn (Nv Y = Ak, Rs iSt,
denn nach Definition der S-Funktion istja Oy, Sk, = Ovy), Px: ),
also wegen (Nv )i == Ak, r; nach Z,,): Oy, Pxi = Oxg,r; Pri=S§].

Ich setze die Funktion W in der Form an

()
@ . . ¥ = 'S¢,
i=t

wobei ich mir die nihere Bestimmung der Funktion @y, (die Sk,

sind dann §-Funktionen dieser) noch vorbehalte. Es ist darnach
(¥ (r) (r)

() . . OnyV'=30nSk, =X Omy) g Pxi= 3§ vy, k=L (§1),
i=1 i=1 ! i=1

wenn man die Linearformen in den §; mit Ly (§;) bezeichnet.

Dabei ist j offenbar eine Funktion von N, und K;. Man erhilt

so fir v=1,2,...,nl aus (3) das Gleichungssystem in den
Grossen ¢, die ich vorerst als Unbestimmte ansehe:

On V=L(§)

On. ¥Y=L(§)
& A

On, W= L(&)

Beziiglich des Baues dieser Linearformen sind zunichst
zwei Eigentiimlichkeiten hervorstechend:
a)... Bei festgehaltenem Index 7 tritt in jeder Linearform
Ly nur fir einen einzigen Index jeine Unbestimmte §} und zwar
mit dem Koeffizienten 1 auf, alle anderen Unbestimmten haben
Koeffizienten, die gleich Null sind. (Folgt unmittelbar aus (3),
wenn man bedenkt, dass mnach (1) j= j(v,i) eine eindeutige
Funktion von v und { ist).

by.... Jede der r! (’rl) Unbestimmten § tritt wenigstens
einmal wirklich auf und zwar mit dem Koeffizienten 1. (Denn

20) Vgl. Z,) und die Fussnote 13).
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es gibt sicher eine Anordnung N,, fiir welche gilt (N, k= Ak,
Nach (1) tritt dann aber in der ersten Summe der Gleichung (3)
§| mit dem Koeffizienten 1 auf.)

Der Kern des Beweises wird nun im Nachweis der Ungleichung

G) . . (L& =L, (&) fir vp=<{l, 2...,n1} und vy

bestehen.
Fiir p. v kann aber L,=L, dann und nur dann gelten,

wenn die 7! ('rl) Anordnungsgleichungen

®6) . . (N, )k, = (Ny ), fﬁri:l,?,...,(’rz)

erfiillt sind — was sich aus der zweiten Summe unter (3)

ergibt — d. h. also, wenn sdmtliche (?) Teilanordnungen von
r Elementen aus N, mit den entsprechenden Teilanordnungen
aus N, paarweise iibereinstimmen. Ist jedoch N, =(pq.-- o ) und
N,=(vy...v), so gibt es wegen N, # N, einen kleinsten In-
dex o und einen Index v aus {1, 2,..., n} so, dass pg=Vg=10.
ist, wobei v > 6 sein muss. N}l bezw. N, hat hiermit die Gestalt

Nu=(py- - Po_gPgeee Prors Bu)s
Ny =(ps. . Bo_y Peboig - Poro-Pa).

Bezeichnet jetzt K; eine Kombination, die ps und p. enthilt, so
gilt fiir diese offenbar
(M), = Ny g

Also konnen nicht alle Glelchungen (6) erfiillt sein und diz2
n! Linearformen sind somit alle voneinander verschieden. Damit
ist der Kern des Beweises erledigt und das Weitere ergibt sich
nun fast von selbst.

Nach einem bekannten Satz der Algebra lassen sich jetzt

fir die r! () Unbestimmten § solche Werte wahlen:

i - | -1 w2 L2 22 o —{n -
E &b EL 6085 0, 60,0,
dass die Ungleichungen
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(M - - L (ED=Ly (&Y fir v,p=<{1,2,...,n!) und p=v
bestehen. Anderseits vermogen wir unter der in Satz 1] gemach-

ten Voraussetzung zu den O. Mannigfaltigkeiten Ux, (i = 1, 2, ..

. (’;)) spezielle @®-Funktionen @k, anzugeben, fiir welche
gilt:

Opx, @, =& fiir i=1,2,...,(7) mdj-1,2...,n

Sind dann Sk; die zu diesen @y, bzgl. der O. Mi. von Oy, ge-
horigen S-Funktionen, so gilt

OW,)y, Sk = &, wobei (N,),, = Ak, r; ist, fiir v=1,2,...,n!

und i=1,2,...,(1).

Nach (4) folgt dann aber, wenn man in (2) fiir die S; obige
Sk. setzt und die so gegebene Summe mit ¥ bezeichnet:

ONﬁ:LV@}) fir v=1,2,...., n,

womit wegen (7) alles bewiesen ist.

Anmerkung zu Satz 1]:

Fiir r =3 (also n>>4) reicht in 1) bereits ein Ansatz mit
weniger Summanden aus und man iiberlegt sich leicht, das hie-
hergehorige Vereinfachungen in engem Zusammenhang mit der
Frage nach der eindeutigen Bestimmung einer Anordnung von
n Elementen aus gewissen Teilanordnungen dieser stehen?!),

21) Z. B. reicht fiir 7 = n —1 bereits folgender Ansatz aus: W= S5, . . n_14
+ 8xn...u+ Syp... iz n, ja man kann hierin sogar Sys . . . =3 n durch Sin
ersetzen. (Die Existenz dieser Funktion ist nach H, S. 1] mit der von Si2..n—2n
gewdhrleistet). Offenbar ist nimlich jede Anordnung der Elemente 1, 2, I ]
durch (miteinander vertrigliche) Anordnungen der Elemente 1, 2,...,n—1;
2,8,...,nund 1, n eindeutig bestimmt. Der Beweis cafiir, dass bereits obigel
Ansatz geniigt, verlduft wie der zu Satz 1] gebrachte.
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Aus Satz 1] ldsst sich nun, wie man ohneweiters einsieht,
sofort ein im wesentlichen gleichwertiger ableiten, bei dem je-
doch die Bedeutung des Satzes 1] schérfer hervortritt. Fiihrt
man ndmlich die Bezeichnung ein:

Seien s einfache Operatoren durch die oberen
Indizes oy, oy, ..., as charakterisiert, so heisse jede
Za) . . irgendwie aus Operatoren mit oberen Indizes aus

{a,...,as} gebildete O. Mi: O. Mf, gebildet
aus Q% -0
so gilt:

Besitzen sdmtliche ,r-fachen® (r =2 und fest)

O. Mannigfaltigkeiten, aus O% - - “ gebildet, @-Funk-

Satz 17 . tionen, so besitzt jede O. Mf. aus O%---%
W-Funktionen. Diese lassen sich dann mithilfe je-
ner gemdss 1) in Satz 1] linear aufbauen.??)

Anmerkung.

Fiigt man zu den Hilfsfunktionen, die in der unter Fussnote
2) zitierten Arbeit angegeben wurden, noch die folgenden hinzu

¢pl,=A[BOiz+ CO,,], wobei gesetzt ist -
_ X% —2x,2 Y2
O12= (X% + 2x, 2%’ A_B 2_ (2

’

B=arc tg—l— C=arctgy 2 , so hat man insbesondere alle

V2
2-fachen Hilfsfunktionen ¢ und daher auch alle jenen @®-Funktio-
nen gegeben, die zum Aufbau von W-Funktionen zu beliebigen
aus den Operatoren der Limitation, Ableitung und Integration
zusammengesetzten O. Mannigfaltigkeiten hinreichen.

Es liegt nun nahe zu fragen, ob der unter 1) Satz 1] ge-
machte Ansatz nicht auch zur Konstruktion von @-Funktionen
herangezogen werden kann. In dieser Hinsicht gilt jedoch der
Satz:

22) Ist eine spezielle O. Mf. vorge]égt, zu welcher eine W-Funktion kon-
struiert werden soll, so geniigen, wie man sich leicht itberzeugt, oftmals bereits
geringere Voraussetzungen. (Vgl. auch Anmerkung 15) und 21)!).
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! Der in Satz 1] gemachte Ansatz eignet sich
Satz 2] . . | im allgemeinen nicht auch zum Aufbau ven @ Funk-
] tionen.

Beweis.

Sei n=r +¢, wobei f = 2 ist. Irgend eine n-fache O. Mf., ge-
bildet aus Q™" " **, sei dann durch Ofl o :n (kurz On,) représentiert,
(o= {ay,...,a¢) fiiri =1,2,..., n). Gesucht wird eine @-Funktion
zur O. Mt von Oy, und dem beliebig vorgegebenen Wertesystem
A, (v=1,...,n!), diesich aus den S-Funktionen von @-Funktionen zu

. . . . ap ... Ug
,r-fachen O. Mannigfaltigkeiten gebildet aus O in der Form
)
CDEZEQ aufbaut. Fiir die Funktion ¢ miisste dann gelten

i=1

a . . . Ono=4, fir v=1,...,n!

d. h. aber, es miisste unter Beachtung von (4) des Beweises zu
Satz 1} das Gleichungssystem

2 . . . LyEh=4, (v=1,2,...,n)

fiir jede Wahl der Ay stets Losungen besitzen, Dass dies aber
nicht der Fall zu sein braucht, folgt daraus, dass der Rang der
linksstehenden Koeffizientenmatrix der é; kleiner ist als die An-
zahl der Gleichungen: diese betrdgt nidmlich (r+¢)!, die der Unbe-

stimmten r!(Hr“t> und wegen f=2gilt rl (H;t>-—-(r+t).(r+t—l) .

.(t+1) <(r-+¢)! Hiemit ist Satz 2] bewiesen.?)
Dagegen gilt der in manchen Fillen niitzliche Satz, dessen
Beweis auf der Hand liegt:

23) Fiir die Wahl #=1, also n=r+1, bestiinde das Gleichungssystem (2)
aus n! Gleichungen und ebensovielen Unbestimmten. In diesem Falle wire
denkbar, dass der Rang gleich der Anzahl der Gleichungen sei. Ohne hier ni-
her auf die Untersuchung der (iibrigens sehr interessant gebauten) Koeffizienten-
matrix einzugehen, lasst sich doch immerhin bereits an dieser Stelle folgendes
sagen: ,Sicher kann der maximale Rang n! bei der Waht r = n—1 nie fir
zwei aufeinander folgende natiirliche Zahlen ny und nrg = m+- 1 erreicht
werden*.

Publicatioas mathématiques. II1.
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‘ Kann man zur O. Mf. von Oy, n! Funktionen
X,,..., Xn derart finden, dass die Determinznte

QNl X1 ON1 Xg. . ON1 Xn!
ONH!X1 ONu! X2 e OND!XH! ;

I

Satz 3] ..) ausféllt, so besitzt die O. Mf. von Oy, stets ®-Funk-
tionen. Sind dann A, (v=1,...,n!) n! willkirlich
vorgegebene Werte, so liegt in (DEZ)\GXG eine
T=-}
dazugehorige @-Funktion vor, wobei die A; aus

n!
dem Gleichungssystem 2250y Xo = 4, (v=1,2,.
=1

..., n!) zu bestimmen sind.
C)

a) Die Operatormenge O.

Eine erste Einengung von O auf eine Operatormenge O
geschehe durch Hinzufiigung der beiden Forderungen

Ist Ov auf f und g enwendbar 24, so auch auf
Eg . - . o a o
(f.g) und es gelte O, (f.9) = (va)‘(ng) .
[ Ist R(Xoys Xggoor o X }y#0, so existiert
Eq)

o
Oy k (xgp» Xops- - -+ Xgg), st endlich und = 0, falls
v nicht unter «,,..., o auftritt.

O ist jedenfalls nicht leer, denn z. B. sind darin die ge-

wohnlichen Limitationsprozesse enthalten; O enthdlt aber mehr
z. B. auch die unter B,) und B;) auf Seite 20 angegebenen
Operatoren.

Ich fithre zunichst zwei wichtige Folgerungen an, die fir

24) Hiebei sei Oi irgend ein Operator aus O.
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die Operatoren aus O (nebst F,) bis Fg)) gelten und lasse die
ganz einfachen Beweise weg:

— . a

F) . . { 0,1=1,

F2) .o { O k(x, e Xas ):k(xal, Xy + X ),
falls v mcht unter ¢, , ..., as vorkommt.

Fiir die mittelst Operatoren aus O gebildeten ,zusammen-
gesetzten Operatoren® gelten dann (neben E',) bis E’a)) Ey) und
E;) anal. ge Eigenschaften, wie man unmittelbar erkennt. Wir
begniigen uns mit der Konstruktion von ¢- Funmonen25 die wir
hier dhnlich wie eingangs definieren:

Eine Fuonktion heisse eine zum Operator

Cl.vl e C(vn . . .
O,"..., gehorige p-Funktion, und werde mit
1
a e a2 a a
P " o bezeichnet, wenn gilt:
Vi «.+ Vn
Oa}‘l ceelyy Uy u'“Vn__
Pg oo n chl .”Vn:——
lfur(}ll"']‘lﬂ):( V),
Zyy) . - = Ofﬁr(p,...p.n);b( ),
Die n! Funktionen cp “En (g ),
ce g
sdmtliche Anordnungen von v1 ...V durchlaufend)
o8 ae X
heissen dann die zur O. Mf. von Ov1v1 an" gehd-
rigen ¢-Funktionen.

Es gilt dann der Satz:

Besitzt jede 2-fache U. Mi. von O, ... (O;=

Satz 4] . { =< O fiir i=1,2,...,n), p-Funktionen, so besitzt

25) Nach dem eingangs auseinandergesetzten Prinzip ist damit auch stets
die Darstellung der @-Funktionen gegeben. Vgl. Seite 14 dff.
3*



36 H. Wendelin.

auch OI...., stets ¢-Funktionen, Eine zu Ovl...Vn
gehorige ¢ - Funktion, (" ...vn) eine beliebige
Anordnung von 1, 2, ... ,n) kann dann in der Gestalt
Satz 4].. _ ____“ﬁ’

Py = izl‘?v, Vigg

angegeben werden. Hiebei bedeuten die Py iy die
¢-Funktionen zu den 2-fachen Operatoren O %)

Vivipr®

Beweis von Satz 4:

Sei O,,,...,, ein Operator aus der O. ME von O, ... . ,.
Dann sind zwei Félle zu unterscheiden:

a) .o e e (repa)={y, ..o v) .

Nach Eg) ist dann

N
( . .. Opyr + o, CPVI"‘Vn:igOPI'”an)Vivi+l:
a1 n 1

Py, Vit =i170

LV v P vy =1,

j==1 (pl .o pn ) V;’ v‘+‘

B - . o v o o (g ma)E (VoY)

(py-..pn) habe etwa die Gestalt (p,...pa) =(v; ... Vi1 px...
«..Pn), wobei px = v istund k <n sein muss. Sei px = Vg
hiebei ist 6 +-1=% + 1 — so besitzt (n,...p.) frlgendes Aus-
sehen (py.. - pa)=(Vy ... Vkmi Vg41...Vg...).

Damit wird wegen

26) Es ist aber zu beachten, das wenn ({jp4...un ) Irgendeine andere
Aonordnung von (vy...va) ist, @, p, im allgemeinen nicht etwa einfach

durch die Vertauschung der Verinderlichen Xyy, Xpg y-+ -3 Xpy In 1ESP. X))

Xpgr =~ 9 Xpp 8US @py vy heryorgeht. Diese ergibt nur dann immer Richtiges,

Ql R s & 51
wenn die oberen Indizes von O1 ... pn alle gleich sind, wenn also die zusam-

mensetzenden Operatoren alle von derselben Art sind.
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(2) . . . O ( Bioeo By ) cho-+1<Pv°'v°'+1 = OVQ' +1 Vc(PVG' Vg+1 = 0
auch Q.. p P, ...y, =0. Daraus folgt die Richtigkeit des

Satzes 4]. — Unter Beachtung von H.S. 1] und Satz 4] ergibt
sich so das bemerkenswerte Resultat:

Fiir die ,aus O *" “® gebildeten O. Man-

Satz 4'). . J nigfaltigkeiten“??) gilt: Dann und nur dann be-
sitzen alle O. Mannigfaltigkeiten @& - Funktio-
nen, wenn alle 2-fachen solche besitzen.

b) Die Operatormenge Q.

O sei dadurch definiert, dass zu E,) bis E;) noch hinzu-
trete:

( Isthauf f anwendbar, so auch auf ! )
v s
E) . . .| )
falls va¢0 ist.

Zu jedem Operator aus O: existiere eine
E) . . . Funktion Xia)vé 0, die nur von x, abhéngt, der-

a (@) .
art dass O Xv = 0 ist.
Vv

Auch O ist nicht leer, denn z. B. sind wieder die gewdhn-
lichen Limitationsprozesse darin enthalten. _

Eine wichtige Folgerung fiir die Operatoren aus () ist, wie
man leicht erkennt, diese:

[0
O g
0:%: (11 , allgemein Oaj—‘::- —;~, falls
Fy . . . va ’ va
0:f¢0 ist.

97) Der Querstrich bedeyte, dass nyr Operatoren ays 5 zugelassen sind.
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Es gilt dann, wie man ohneweiters einsieht, der Satz:

Satz 5]

Setzt sich O;"fvz aus Operatoren von QO
1V2
X(a)
zusammen und definiert man —za—)z I, so stellt
X

v
die folgende Funktion ¢y,

X(avl)

Py, = .
V v ——
1V2 (ocvl)

X n Xlavz)

. a a ue - .
eine zu () "t "2gehorige o-Funktion dar,
Vive

Aus Satz 4] und 5] ergibt sich schliesslich

Satz 5]

A, ..
Ist 0" v irgend ein aus Operatoren
B Vi Vy
von () zusammengesetzter Operator, so besitzt
er stets eine ¢-Funktion. Eine solche liegt in
der folgendermassen definierten Funktion

X(avl) X(Ofl.z\
cP(Ivl. . .(Xvn _ 12] ) Vo o
V3. Vg X(avl)+ X(aVz) X(av2)+X(ocv3)
1 Va Vg V3
X(avnﬁ1
----- vn _1
{
X‘LIVn~1)+ X Vn)
Vr—1 i
vor.

Wir erhalten somit das Ergebuis: ,Fiir die aus Operatoren

von 6aufgebauten O. Munizfaltigkeiten ldsst sich unter Be-
achtung von Fussnote 25) stets ein Konstruktionsprinzip von
¢-Funktionen angeben.”
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