Sur la solution asymptotique d’une équation
différentielle du premier ordre.

Par

T. PEYOVITCH.

1. Soit donnée une équation différentielle du premier ordre
de la forme

dx n
(1) —d—i=ao+kx+anx,

ot @, est une fonction continue de la variable réelle t>¢,>0,

tendant vers une limite finie et déterminée, lim a=a, k¥ une
t=oo

constante, et g, une fonction continue de la variable réelle

t>1, >0, tendant-vers z€ro, lim a, = 0; n étant un nombre
t = oo
entier positif supérieur a 1,
Dans cet article nous allons montrer, par la méthode d’appro-
ximations successives, que I'équation (1) admet, pour ¢ >>1£, >0,
t, €étant assez grand, une solution satisfaisant 4 la relation

lim x = lim x,;
t= oo t=o

Xo étant la solution de I'équation

d
2) —5}"=a0 +kx,
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2. Considérons d’abord I'équation (2). Si I'on pose
ao:d—o‘f‘e(t):

oil ¢(f) est une fonction continue de la variable réelle ¢ > f,>0,
tendant vers zéro pour f=oo, I'’équation (2) devient

dx, -
# = a,+e(t)+k x,,

dont Pintégrale générale est

t

(3)  xy=Cekt —%‘1 + ZO e (t=10) | gkt f e Re(t)d1.

to

Cherchons la valeur de I'intégrale ci-dessus pour ¢=o0.
Nous allons distinguer plusieurs cas, 1)

1° k=0o-}-0i est un nombre complexe a partie réelle o> 0
On aura, pour C=0, t,== 0,

d’olt 'on a

4) limx,=—-",

c’est-a-dire il existe wne solution de I'intégrale (3) satisfaisant a
la relation (4).
2% k=q+0i est un nombre complexe & partie réelle ¢ < 0.
On aura

1) Voir le Mémoire de T. Peyovitch. Sur les solutions asymptotiques
des équations différentielles linéaires (Publications mathématiques de ['Uni-
versité de Belgrade, t. I, 1932).
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7 2

Imxy=—2,
0
t=o0 k

c’est-a-dire ['intégrale générale (3) satisfait a la relation (4)

3% k=0 est un nombre imaginaire.
On aura, pour

=0, fy= o,
. t
Xo= — =1+ e“‘fe“‘“ e(t) dt
«©0
d’olt 'on a
4 lim xp= — ‘—29 ,
=0
sous la condition que lintégrale
®
(5) J e Me(t) dt

ty

soit convergente.

Il existe alors une solution de lintégrale (3)- satisfaisant a
la relation (4), sous la condition que [lintégrale (5) converge

4%, k-0. Dans ce cas il doit-étre @,=0. On aura alors
pour C=0, f,=c0,

t

X =f e(t) dt |

=)
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(49 lim x,=0,

t=ﬁ3
4 la condition que l'intégrale

o0

(6) f e (f) dt

to

converge.

Il existe alors une solution de l'intégrale (3) satisfaisant a
la relation (4') sous la condition que Vintégrale (6) soit con-
vergente.

3. Reprenons maintenant I'équation (1), qui peut €tre écrite
sous la forme de I'équation intégrale suivante

t t
x= Cé + f e ™ a, (t) dt+ e f e ™ a_(t)x" (£)dt

to ‘o

ou

t
x=x,+e" f a (1) x" (1) dt,

to

x, €étant la solution de Péquation (2).

Soit, pour ¢ >, >0, x, une solution bornée de I’équation
(2). En partant de la solution xo, formons les suites des fonc-
tions bornées

(6 Xy Xay ooy Xmyoe e

représentant les solutions successives de I'équation

t
(7) Xp=x 4" j e Ma_(t) X" _ (1) dt,

fo
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pour les valeurs m=1,2,..., d’'olt 'on a

t
® x,—x, =" [ e a (6| x5 _(t)—xl () ]dt.

fa

Soit A un nombre positif et fixe verifiant les deux condi-
tions suivantes:

10

(9) %] < 4,

pour la variable réelle £ >>1, >0, x, étant la solution bornée
de I'équation (2);

20

(10) Xt — x| = Alx—x_ |,

x, et x,_, étant les valeurs finies quelconques de la suite (6",
pour la variable réelle £ > ¢, > 0.

Les différences successives, données. par I’équation (8), de-
viennent, d’aprés (10),

t
an jx,—x_,|=A !e“!j!e‘"'an(t) N Xy = Xz | €2
fo
oit Yon a:
1%, f,=o, pour k=n-+8f avec g > 0;

2° ty =, pour k=0{ ou k=0;
Pintégrale

(a) J e*a (f)dt

Y
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étant convegente dans le cas 2°,
Considérons les solutions successives xn (m=1.2,. ).
Pour m =1, 'équation (7) donne, d’aprés(9),

t
(12) |x—x,|= 4] ekt]f} e ®a ()] dt=4Ae(t) < Ae
)
avec

e=max ¢ (f), pour t >t,>0; lime(f)=0.

t==c
Pour m =2, les inégalités (11), d’aprés (12), donnent
|x,—x, | = A%ee (f) = A2€?.
En continuant ainsi, on aura, pour ¢ >=1f, >0,

(13) [ Xm—Xm_g1 = Amgn—lg (f) = Am gm
avec

e=max ¢(f), pour t >t,>0; lime (£)=0.

t=%

Si l'on choisit ¢, assez grand pour que l'on ait

As < 1, ev<j;—.,,

la série

x=Xo + 3 (x —X,_)
=]
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converge uniformément, pour £ >>£,> 0, et représente la solution
de I'équation (1), satisfaisant, d’aprés (13), a la relation

(14) lim x=lim x,.

Par conséquent, on aura le théoréme suivant:

Soit, pour t>t,>0, x, une solution bornée de I'équation (2)

Si l'on a k=o-+0i, o#0, I'équation (1) admet une solu-
tion x, pour t>t> 0, t, étant assez grand, satistaisant & la re-
lation (14). Si I'on a o <0, cette solution x dépend d’une con-
stante arbitraire.

Si l'on a k=0i ou k=0, I'équation (1) admet une solution
x, pour t>t,>0, t, étant assez grand, satisfaisant & la rela-
tion (14), sous I'hypothése que lintégrale (a) soit convegente.

Remarque. — L’hypothése introduite que % est une con-
stante ne restreint point la généralité du théoréme démontré,
car I’équation

d—;C:ao+ a,x+an X1,

oli ai sont des fonctions de f, peut éire ramenée a1’équation (1),
par la transformation

x=yu (x),

u(x) étant une fonction convenablement choisie.

Pour n=2, on obtient '’équation de Riccati; pour n=3 on
obtient 'équation du troisiéme degré.

Remarquons encore que I'équation la plus générale du troi-
sieme degré
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x
=0t ayx+agx?+axd,

oti a; sont des fonctions de ¢, peut étre ramenée al'équation (1),
par la substitution

x=yu(x)+v(x),

oi u(x) et v(x) sont des fonctions convenablement choisies.
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