Remarques arithmétiques sur les intégrales abeliennes a
coefficients tayloriens commensurables.

Par
MICHEL PETROVITCH.

1. Si 'on compare entre eux les coefficients de x" des deux
développements

Ji(x) = log(1 — ax),
Jo(x) = xex

(ol @ est un nombre commensurable lq), p et g étant des en-

tiers) on constate le fait suivant:

L’entier k& étant convenablement choisi, le coefficient de

xt de f,(x) est égal au coefficient de x" de fg(-;—> multipli€ par

un nombre rationnel lequel, réduit a4 sa plus simple expression,
n’a con dénominateur différant de lunité que pour les n égaux a
des nombres premiers, le dénominateur étant alors ce nombre
premier n lui-méme,

En effet, les coefficients respectifs «, et B, de x" dans

les développements de f,(x) et f2<--j) sont

-—i ~E_)n - 1 _l— u
Ay = ﬂ(q ’ Bu—(n_l)! (q)

de sorte qu’on aura
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. n—1;!
Uy == g p* B ou Hn ::( n —

Or, si n est un nombre composé autre que 4, la factorielle
(n—1)! est divisible par n; si n est un nombre premier, il ne
divisera pas cette factorielle et par suite figurera au dénomina-
teur de p, a moins qu’il ne divise pas p. En tous cas, si le dénomi-
nateur de p, différe de I'unité, il ne différera pas du nombre pre-
mier 7.

Pour abréger la langage, nous dirons, que les deux fonctions
S (x) et f,(x) sont en correspondance (A) et nous allons montrer
que 'exemple cité n’est qu'un cas particulier d’un fait plus géné-
ral exprimé par la proposition suivante:

Toute intégrale abélienne développable suivant les puissan-
ces de la variable indépendante a coefficients commensurables
est en correspondance (A) avec la fonction xe*.

En effet, soit
(H y=a,tax+a,x*+ ...

le développement d'une fonction algébrique. On aura

X

(2) uzfydxr:b1x+b2x2+b3x3+...
[}
avec
— n-t_ n-t_
(3) 1=y = VP (fl—l)l
— 1)
(4 p ="

Les coefficients b, étant supposés commensurables, le théo-
reme d’Eisenstein assure I'existence d’un entier £ tel que a; soit un
v

multiple entier de <~11?) pour i==1, 2, 3... On peut donc écrire
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1 1\n-1
(5) Do =pa My (E:iju <?> = pn Mn Bu

oil B, désigne le coefficient de x* du développement de f2<%>,

la founction f,(x) étant xe*, et olt My est un nombre entier.
D’aprés la propriété arithmétique du facteur p,, le produit
B M, sera:

1° un nombre cntier lorsque x est un nombre composé autre
que 4, ou bien un nombre (premier ou compos€) divisant My ;

2° une fraction irreductible ayant pour dénominateur n lors-
que 7 est un nombre premier ne divisant pas M, .

En tous cas, si le dénominateur de p, M, differe de [unité,
il ne différera pas du nombre premier n, ce qui démontre la pro-
position.

La proposition est directement applicable
A) a toute intégrale

(6) f ydx

rattachée a la courbe algébrique

(7 f&x, 0

oli f est un polynome en x et y a coefficients commensu-
rables, y prenant pour x=0 une valeur commensurable. Car les
dérivées y', ¥y, y"..., calculées par la dérivation successive de
(5) prendront pour x =0 des valeurs commensurables; les coeffi-
cients tayloriens de (6) seront donc tous commensurables;

B) a toute intégrale (6) oit la fouction algébrique y satisfait
a une équation différentielle algébrique d’ordre fini

(8) f(X, Y, J’I) y”’ .. ):0;

oll fest polynome en x, y, y, y",... a coefficients commen-
surables; les coefficients tayloriens de (6) seront tous commen-
surables.

Diverses propositions analogues a la précédente peuvent
¢tre ¢tablies a I'égard des intégrales
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(9) f o (x, Hdt

ofi ¢ est une combinaison des fonctions algébriques de x avec
diverses fonctions de ¢,

Soit y une fonction algébrique de x développable en série
(1) & coefficients @, commensurables, et envisageons l'intégrale

t
(10) F (x, t):fy(z)zit ol z=xet.
‘ ' 0

La valeur asymptotiqgue de F (x, t) pour t — « est une
fonction f,(x) de x qui est en correspondance (A) avec la
fonction xe .

En effet, on a

F(x, t) = ax1, 1 ax*lo+ agx®/,;+. ..
oll
t
—_— e”'llt

I :J et == 5
V]

n

La valeur asymptotique de F(x, ¢) est donc représentable
par la série
a,—1 .

fl(x) = E by x» oll b = 1

n=1

Comme les ay_; sont, pour k convenablem:nt choisi, de la
forme
1 n-—1
13 n-—1 k

(M; et k étant des entiers), les coefficients b, se laissent écrirc

sous la forme
by = Ba My By

(M, =entier) ol B, est le coefficient de x* dela fonction

A=)

et 1a démonsiration s'achéve comme tout-a-heure.
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2. Si Pon compare entre eux les coefficients o, et 8, des
deux développements

1 1— 1 o<
(1 1) fj(X) = —2—— log (T:-éx% = glan xn )
1
(12) AR =

oll ¢ est un nombre commensurable gron constate le fait

suivant:
L’entier & étant convenablemant choisi, le coefficient «, est

égal au coefficient B, de f2(7't—), multiplié par un nombre ration-

nel lequel, réduit a sa plus simple expression, n’a son dénomi-
nateur différant de Uunité que pour les n égaux ¢ des nombres
composés, le dénominateur étant alors ce nombre composé
lui-méme.

En effet, de

f'l(x)zTilb’x”i';l_g=(2‘—1)X+(2‘3—1)x2+(23—1)x3+...‘
on tire

2t—1 2*—1| 28—1
L A Y Y-
S0 =" 5= xTg AT
de sorte qu'on aura
on-1 |

Ly == -
n n

D’autre part, on a

x —_— ,,17;—06 il
fz( k)_l _Qf—fgngn g
k

(1)

ol

On en tire
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de sorte qu’en prenant k=p on aura

-1
(13) =" g2, .

Or la différence 2°~1—1 est divisible par n toutes les fois
que n estun nombre premier plus grand que 2. Le facteur multi-
pliant B, dans (13) ne peut donc avoir comme dénominateur au-
cun nombre premier plusgrand que 2; si ce dénominateur différe
de P'unité, il coincidera avec le nombre composé n.

Nous dirons, pour abréger le langage, que les deux fonc-
tions f(x) et fu(x) sont en correspondance (B) et nous allons
montrer que 'exemple cité n’est qu’un cas particulier d’'une pro-
position plus générale qui suit.

Soit y une fonction algébrique a coefficients a, de déve-

~loppement (1) commensurable, et envisageons I'intégrale abélienne

X
(14) Vix, )= f o(, x)%’f
0
oll
15) ey, =g 00— 2p)+ 0~ DyO))

). étant un nombre premier donné.

Toute fonction V(x, 1)) est en correspondance (B) avec la
Jfonction

(16) @

oil a est un nombre commensurable quelconque.
Car le coefficient de x* du développement de V(x, p) est

N P

(17) IR :'——‘n"——ﬂn
et comme
1 n
(18) Oy = My (k)

(M, et k étant des entiers)
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on aura
1"
(19) hn;'Axl(“k)
avec
n—1__
(20) An = —}\“‘n 1 Mn .

D’autre part, on a

n==0
od
o -‘—z—nz —p_)n
e (k) (kq
On en tire
. }\-n"r 1’,_1 _K_q
hn-g‘ n Mn(p) Bn

de sorte que si 'on prend A=p on aura

an—1—1
T MagP B

21 hy =

La différence »n—1—1 est divisible par n toutes les iois que
n est un nombre premier autre que X, et la démonstration
s'achéve comme dans P'exemple cité,

Dans l’exemple précédent on avait

I

A==2, yx) =~——:,

l—x
d’onr
— l ,,ﬁl_ —_ 2 -‘.... Og n-1 1
o (x, }‘}*T’z—[lwn 1——x+ 1_; = “2:,2(2 —1Dxm
@ 9n- 1] 1 (1—x)?
S no.— . .
Vix, %) %2 . X 5 log =

ce qui n'est qu'un cas particulier du cas général indiqué.
Des propositions analogues a la précédente peuvent étre
énoncées a I'égard des intégrales portant sur diverses combinai-
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sons des fonctions algébriques a coefficients de x" commensu-
rables, avec diverses transcedantes,

Nous remarquerons également que la fonctionnelle 17 (x, )
a une signification qui la rattache aux suites limitées des nom-
bres reéels positifs.

Soit

(22) Xis Xoyo oo X}\'

une telle suite, et f(x) une fonction positive convexe dansun in-
fervalle de x contenant la suite.

Désignons par x et z la moyenne arithmétique des x; et
celle des f(x;), de sorte que
Xy X+ Xgtaa T Xy

—= 3

(23) X=

I

Fx) 4 (k). S (x)
Z=— N -

(24)

Comme je I'ai montré dans un travail antérieur!), la valeur
z oscille autour de la valeur moyenne

£ ()41 (1) + (. — 1) F(0)
2.

(25)

et la limite que Pamplitude de ces oscilations ne peut dépasser,
mais peut effectivement atteindre pour toute fonction f(x) de
nature considérée, est la valeur

(26) % Vix, &).
3. Les propriétés aritmétiques des intégrales abéliennes a
coefficients tayloriens commensurables, indiquées dans ce qui

précéde, proviennent

1° du fait analytique que le coefficient de x* du développe-
ment de toute intégrale de telle espéce, est un multiple entier de

1y M. Petrovitch, Sur une fonctionnelle. (Publications mathématique
de I'Université de Belgrade, t. 1. 1932 p. 148).
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1 /1"
o7 L
(27) (-,

oll £ est un nombre entier rattaché a l'intégrale considérée;
2° des propriétés aritmétiques des facteurs

— n—i_.
(n—1)! ot 2v 1
n n

(28)

seuls actuellement connus jouissant de ces propriétés,

Les intégrales abéliennes sont elles les seules fonctions qui,
en vertu des propriétés des facteurs (28), se trouvent en corres-
pondance (A4) et (B) avec les deux fonctions

L

(29) xex et —,

Pour répondre a la question, nous remarquerons que, a
fonction f,(x) étant en correspondance (A) avec la premiére des
deux fonctions (29), le facteur rationnel qui, dans I'expression
du coefficient b, du développement

f](x)zb]x‘\l'bzxg’%“ < e
multiplié;le coefficient
] “(’ 1 ) de iek,

(n—n\k

ne saurait présenter, en fait de dénominateur, que n; b, est donc
de la forme

Nu 1 10
b= (;1'_"’1‘)‘1(?)

olt NV, est un nombre entier.

Pour que le facteur %"« jouisse de la propriété arithmetique

(n—1)!

du facteur o il suffit que NV, soit divisible par (n—1)!, c’est-

a-dire que b, soit de la forme
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Py (10
ba = n (7)

af, . .
’dx jouira

ot P, est un nombre entier. Il s’ensuit que la fonction
de la propriété que, lorsqu’on y change x en kx, elle aura ses
coefficients tayloriens égaux a des nombres entiers.

Or, parmi les fonctions analytiques f; (2) pouvant étre re-
présentées par des séries de telle nature, il y a, comme [on sait

1% des fonctions algébriques, rationnelles, ou muliiformes (pré-
sentant dans ce dernier cas nécéssairemant des points critigues
dans le cercle |x|=1);

20 des fonctions transcendantes multiformes sans lignes sin--
gultéres, comme

1
2 dat X 2m\2 zn
fl(z)_;Jd(l~t2)(l—16x2t2)wnzv_:x(”) g

cu bien présentant des lignes singuliéres comme
* p, " .
@)=Y x (pn = n®™¢ nombre premier).
n—1

Toutes ces fonctions fi(x) sont en correspondance (A) avec-
xe¥ | et les fonctionnelles V (x, ) formées a t'aide d’elles, sont
en correspondence (B) avec (I—ax)—'.

4. Les integrales définies
b
F(x) ———j @ (x.t)ydt

a

oli ¢ est une combinaison des fonctions algébriques de x avec
diverses fonctions transcendantes de {, peuvent également se
trouver en correspondance (A) ou (B) avec les fonctions autres
que (29).
Considérons, a titre d’exemple, I'intégrale définie
b
Flx) = [ yx v) wdx

i
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ol y est une fonction algébrique a coefficients tayloriens a, com-
mensurables, avec ¢,=0; v et w sont deux fonctions de la va-
riable ¢ telle que lintégrale

b
Sa= | Wy dt
a

ait un sens pour n=1, 2, 3... On aura

Fx)=Bx+ B2+ B3+ ...

ol

B n=y Zn .

Or, comme
1\

a“ == Mn (?) ’

on peut écrire
_ g ( 1 )
Bn =pa Moo " \%

un étant le facteur précédent. Si doncl’on envisagela fonction de
x définie par ie développement

2,

3¢,
T 083

3
21 X3+, .,

(D(x)=~"g—" X+ 25534
la fonction F(x) se trouve en correspondance (A) avec la trancen-
dante @ (x).

Ainsi, en prenant

v=te—t, w::—lk—
a-=_0, b=o0
la formule intégrale
7 dt !
t-)j(z‘e“*)" p :@n“ ) (n=1,2,3..)

fait voir que pour toute fonction algébrique y(x) de la nature
considérée Ta valeur asymptotique F(x) de l'intégrale définie
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t

dt
vxte—ty £
0
est en correspondance (A) avec la transcendante, fonction entiére

de x
o xll

P(x) = E~1 =t
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