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SUR LES MOUVEMENTS ANALOGUES D’'UN GAZ PARFAIT
ET D’UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE

K. Voronjec
(Communiqué le 27 Novembre 1968)

Dans le cas de mouvement permanent plan d’un gaz [I’équation de

continuité div(pv)=0 permet d’introduire la fonction de courant ¢ par des
équations

ou p désigne la densité et v, et v, sont des projections de la vitesse v. Si le
gaz est parfait et le mouvement adiabatique l’équation d’énergie se réduit a

i(.i’):g
dt \ p*

et détermine la pression p par I’équation

(D p=p*e(d)

avec e (§) — fonction arbitraire de § et » le rapport des chaleurs spécifiques
du gaz (pour Pair x=1,4).

On sait* que la compatibilité des équations d’Euler exige que le tourbillen

2OV _ 9V
ox 0y
soit donné par la formule
@ 28l
p xn—1

*) Voir p.e. [1}
203



204 K. Voronjec

olt &' est la dérivée par rapport & ¢ d’une nouvelle fonction arbitraire A de
¢. On déduit ensuite, en intégrant les équations d’Euler, que

3 U _,I.. e EAS P
@ 2 x—1 e

L’¢tude d’un tel probléme est liée, ordinairemment, 3 des suppositions
que l'on fait sur la nature de deux fonctions arbitraires A et ¢ de . Si les
deux fonctions sont constantes, le mouvement est irrotationnel et nous laissons
a part ce cas comme blen étudié par plusieurs auteurs. On trouve aussi
des méthodes approximatives lides & la théorie des fonctions de variable
complexe® 31, Le mouvement peut étre irrotationnel aussi dans le cas ol cette
condition n’est pas accomplie®).

Dans la théorie classique on admet souvent que = ne change pas, mais
que A n'est pas une constante, D’autre part, dans des travaux récents on
suppose parfcis que le mouvement rotationnel se produit sous la condition
que A est une constante et que ¢ varie. On trouve des résultats intéressants
danst,

Tenant compte du fait que les conditions dynamiques sont plus naturelles
dans P'analyse de mouvement d’un fluide compressible et qu’elles jouent le
méme rdle que les conditions cinématiques dans le cas d’un fluide incompres-
sible, nous avons analysé, dans un travail récent!!l, le mouvement soumis &

la condition que rot (p v) 0, équivalente, dans le probléme plan, & ’équation

0 g
—— Y, Y oo e - O.
ox (e vy) oy (pvs)

11 est évident que danms ce cas la fonction ¢ est harmonique et peut
ainsi correspondre 4 la fonction de courant d’un movement irrotationnel plan
d’un fluide incompressible. On peut, donc, introduire une fonction ¢, harmo-

nique aussi, par [P’équation p;w grad ¢ et considérer la fonction analytique
complexe w(z)=¢+ iy de variable complexe z=x +iy. Comme conséquence on

2

arrive & deux équations

le.—’;= mvz?«e«, 2(,)«:;1;’238_3

09 oy
ot on a passé a des coordonnés ¢ et ¢ 4 la place de x et de y.

Dans le travail cité nous pouvions intégrer ces équations grice au fait
que la seconde, d’aprés (2) et (3), ne dépend que de p et de ¢. Le résultat
d’intégration

mel me=b
4 2 pmHi ) 2 [ (m(:—n:; (i)?'.x 0 el W }: (m+p

*) Yoir p.e. [4]
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contient un paramétre m et détermine p en fonction de x et d’une nouvelle

fonction w de ¢, liée & la divergence de v par la formule

m—1

(5) o™ 2 dive= —p'.

La fonction (), désignée par ¢,, devient une fonction de A donnée par la
formule

(6) &n=Kp A KN

olt K, est une constante d’intégration qui peut dépendre de m.

Pour les valeurs m= —1, m=x, m= —x et m= —oo le calcul doit 8tre
effectué séparement et ['équation (4) prend une autre forme. On peut noter
aussi quelques valeurs caractéristiques de m: les fonctions A et ¢ sont propor-
tionnelles P'une & lantre pour m=0, pour m=1 ¢ est une constante et pour
m=x cette propriété a la fonction A. Enfin, pour m=1—2x%, m=xn—2 et
m=—(x-+1)/2 Péguation (4) devient de deuxiéme ordre et peut &tre résolue
par rapport & p.

Les résultats obtenus ne peuvent pas &tre appliqués que dans le cas ol
la fonction ¢ est harmonique. On peut essayer de satisfaire & cette condition
en considérant la fonction In{pv) qui doit étre aussi harmonique. Ce calcul
n'était pas effectué dans le travail cité [1] et nous le donnons plus loin, mais
on a constaté que toutes les conditions sont satisfaites si p-=const., ce qui
correspond 4 la densité qui est fonction de ¢ seulement.

Il est nécessaire, donc, de satisfaire & 1'équation
02

02
In(pv)+ ——In(pv) =0,
Py (ev) o0 (ev)

olt, d’aprés (3) et (4), In(pv) peut €tre considéré comme une fonction de A ()
et de w(p).
Pour simplifier le calcul on introduit la fonction

me—1}

F O‘a f}-) = Km i»éwl PK«I A omx

3 la place de p et I'on obtient
=2 (1—~F).
Un changement de variables

(m+1D{m+x) =2
2 (m—x) v

Inm+1 +m+1 Inme tinp—u,,
2 x—1 x—1
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valable si (m+1)p est plus grand que O(), ¢ et K, sont positifs) permet
d’écrire I'équation (4) sous la forme

-1 )

ot F, remplace la fonction F et peut étre considéré comme une fonction de
Ay iy

Si (m+ 1w est négatif, rien ne change pas dans le caleul qui suit, sauf que
et doit &tre remplacé par —e
On arrive ainsi 4 'expression

In(pv) + L in Ky 1 In2{(m+1)=—2+F,
-1 u—1 2
déterminant In(pv) avec
1
%) F, O+ 1) = @-—"’-i% InF,+ ’3-’—% In(1—F)).
xm

La condition que In{pv) soit une fonction harmonique par rapport aux
variables ¢ et ¢ améne & I'équation

}";(F2"—l)+“‘;’F2,+()\;2+¥L;2)F;m0,
ou

(Fz’ml)iq»+F2’ v, 2UF;=0

0Ny oy

si 'on désigne par U l'expression Ay + («L? . Tenant compte du fait que F,
est une fonction de la somme A, +y, et ne dépend pas de la différence A, —y,,
il est facile d’intégrer cette équation par des méthodes habituelles. En partant de

4N _dw  dU

F/~1 F,  2UF;
on obtient aprés Pintégration

) U= fI(\—u)—P A+ 1)l

ol f est une fonction arbitraire de Pargument noté et oi la fonction @ est
déterminée par

©) OO+ = [ Lt
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La fonction U étant une somme de deux fonctions, une de ¢ et 'autre
de ¢ seulement, P'expression (8) doit satisfaire & la condition 02U/o%, dp, =0,
ce qui améne 3 équation différentielle

(10) (Dlllf_‘_S @’ d)l)flle (l-*—(b’z)f”ﬁ—"o,

ol par le signe ,,;* sont désignées les dérivées des fonctions @ et f par
rapport a leurs arguments. L’équation (10) détermine d’un part la fonction
arbitraire f et, d’autre part, donne la forme acceptable de la fonction ®, C’est
a dire F, et Fy.

La fonction @ ne dépendant pas de la différence A,—p, il est naturel de
chercher la solution de (10) sous la forme

f=C ekth—un

et I'on constate tout de suite que d’aprés (8) C’ (fonction de ,+y,) doit
étre égal 2
C' = Ce®,
Il §’ensuit, donc, que
f= Cek r~u1—®)

avec C et k constantes. L’équation (10) devient alors
(1n O (P21 k2—3P " k+ D" =0.

Pour chaque valeur de parameétre m la fonction F, et, & cause de (9),
la fonction @ aussi sont complétement définies (3 une constante additionnelle
prés). I est, donc, évident que dans le cas général aucune valeur constante
de k ne satisfaira pas a I’équation (11) Mais il n'est pas sans intérét de résoudre
Péquation (11) et de trouver I'expression générale de @ pour essayer d’acco-
moder a4 cette expression les fonctions F, et F, par un choix convenable de
paramétre m et des constantes d’intégration.

Si la forme de fonction ® permet de trouver deux valeurs constantes k,
et k, de & on obtient, d’aprés (8)

(12) AL+ p =@ [C ek Gimi=®) | C, gha (== ®)]

avec deux constantes C, et C,. D'autre part, on peut intégrer (11) pour &
arbitraire et déterminer ainsi @ contenant le paramétre k. Dans ce cas I’équation
(8) donne

12) AP +ur=C D ekPimim—9),

Le nombre des contantes d’intégration reste évidemment le méme dans les
deux cas.

Aprds quelques transformations on obtient T'équation (11) sous la forme

{“w.jf.___mﬁ kZ] _-_.M,_f{«.w.m e'—k - 0’
d(h+p)? a0+
d’oir Pon tire

e P _C.L ek(?\r%‘u:).....fkg. ek Gt g 2_?,3.
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avec des constantes d’intégration ¢, ¢,, c;. Puisque

I ek Bty ¢, e—k+wy)

(13) ® - .
cle"‘( 1’{”91)_.529“‘ Gutuy .%2(:3

on obtient de la formule (12) que

(14) 7\;24_%? &2k _(“;2+%£geuzku.):N,

ot N est un nombre quelconque.

Cette équation détermine les fonctions A{{) et w(p) et le calcul pourrait
&tre considéré comme terminé si la fonction ®, donnée par (13), pourrait étre
accomodée 4 des fonctions F, et F, déterminées par (4) et (7).

Les équations (9) et (13) donnent

- c1ek(2u~m).+ o
< PR R C, e~k

et P'on constate facilement que dans le cas général, ol toutes les constantes
¢s €5, ¢ différent de 0, il faut supposer que ¢,/c,= —g2<C0, car autrement F,
ne pourrait pas s’exprimer par les logarithmes. Dans ce cas on a

(15) Fp——b {{1 +_9«3-~)1n [ +gek0~x+m>}+(t-£§w) In {l—ge’“"f"'m)}}%—c@
2k 08 %4
Si ¢y est égal & 0 on obtient

(151) Fzz_l__}n 1...£!~32k{7\x+!«*-:) +CS
2k c,

sans aucune restriction sur la valeur de rapport ¢,/c,. On obtient facilement
les valeurs spéciales de la fonction F, si une ou deux constantes sont égales a 0,

Il reste & voir quelle forme de la fonction @ permet d’obtenir deux valeurs
différentes constantes de k. Cette fonction doit satisfaire dans ce cas & deux
équations

D =n{(®2—1), @ =n (P21
Aprés un calcul élémentaire on obtient que #,=2n2 et équation (11) devient
k2—3nk+2n2=0
avec des racines k,=2n et k,=n. La fonction &' prend alors la forme

Cen ity o g=1 Oty

P = —
Jert(htu) g ntiy

En comparant cette expression avec (13) on voit qu’elle présente un cas parti-
culier de (13) quand ¢;=0 avec un changement modéré de désignations. Il n’est
pas, donc, nécessaire d’analyser ce cas particulierement, mais il faut tenir compte
des équations (12) et (12') qui donnent des expressions différer’es pour A et .
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Les formules obtenues pour F, doivent coincider avec (7). En partant de
(15) on voit que l'on peut prendre

F, :i{lwggk(h%-m)],
. 2
d’olt T'on tire
1—F,= _;_ [1 +gek()*1+m)],

La supposition que
F = 1 [1 + ge* OGrtun
2

ameéne a des résultats identiques. Ensuite il faut poser

{’ii&w(p..,.fL)L mtl '14__‘?3,)_1_
x—1 gl2k’ 2 ( gl 2k

>

d’ott Ton calcule

_ﬁi,,__3_x _ 2 n—1
g x+1 m+le+1’
Avec
o milxrl,
3 x—1

les deux expressions de F, coincident. On voit tout de suite que les expressions
de F, correspondantes & des cas spéciaux oli une au moin de constantes ¢, ¢,,
¢y est nulle, ne peuvent pas é&tre accomodées & la forme (7), car elles ne
contiennent pas un nombre suffisant de constantes arbitraires.

1l faut, donc, accepter la forme (16) de F, pour que la fonction In(pv)
soit harmonique. Mais, d’autre part, F, doit satisfaire & ’équation (4'). Les
valeurs de parameétre m, qui ne permettent pas de résoudre (4') par rapport
a4 F,, doivent é&tre exclues, car d’aprés (16) F, est une simple fonction de
M+t Un calcul élémentaire montre qu'il n’existe pas de valeurs de m pour
lesquelles 1’équation (4') pourrait &tre satisfaite par (16). On arrive ainsi & la
conclusion que F, ne peut pas étre considéré comme une fonction de A et de
w. Il faut accepter la valeur constante pour une de ces deux quantités. Laisson
a pari le cas olt X est une constante, car d’aprés (2) et (6) cette supposition
correspond, dans le cas général, & un movement irrotationnel. Il reste, donc,
a analyser le cas ot u est une constante,

Soit w=pu=const. 1l g’ensuit de (4) que la densité ne dépend que de ¢

et que divy=0. Le mouvement se produit, donc, dans des couches fluides des
densités constantes mais différentes. D’aprés (2) et (3) le tourbillon et le carré
de vitesse ne dépend non plus de ¢ et il est de méme pour In(pv).

La fonction In(pv) étant harmonique, on voit qu’elle est une fonction
linéaire de ¢ et que Pangle & que fait la vitesse avec P'axe des x est une
fonction linéaire de ¢. Dans le travail [1] déja cité nous avons trouvé que le
mouvement correspondant est donné par la fonction analytique

T
w=-"—1Inz
2mi

14 Publications de I'Institut Mathématique
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On voit que le mouvement irrotationnel d’un fluide incompressible,
conjugué a celui étudié ici, présente le mouvement dans le champ d’un tourbillon
isolé de la circulation I Le mouvement correspondant de fluide compressible,
pour toute les valeurs de paramétre m, se produit aussi le long des cercles
concentriques, mais il est rotationnel. La constante I' présente ici la circulation
de vecteur pv. La circulation de vitesse, évidemment, n’est plus constante.
Notons ici que 'on obtient le méme systtme de lignes de courant aussi dans
des autres cas ol la densité est une fonction de ¢ seulement.

La supposition que In(pv) est une constante est sans intérét car elle
correspond & un mouvement uniforme a la densité constante.

En appliquant les coordonnées polaires r et § on obtient les formules

cp:wIsz; <§1=——F—1nr,

2w Fin

Vy= —-~~A~I“w sinf _ ———IL ezf% sin =T
°ra 27t r 27 I *
(17)
yo Docosd_ T Fe
e T 2n @
r 1 1 v
v, =0, pr=pv= —=—
T r 2w

De point de vue géométrique le mouvement est le méme pour toutes les
valeurs de paramétre m. Mais pour trouver la densité, la pression, la vitesse
etc. il faut choisir une valeur de m puisque toutes ces quantités varient avec m.
On peut le faire dans la forme explicite pour certaines valeurs de m, notées
plus haut, permettant de résoudre I'équation (4). La constante w reste dans ce
calcul arbitraire. Dans ce qui suit les exemples sont choisis autrement. En
admettant que p=0 on trouve toutes les quantités cherchées comme fonction
de m se trouvant dans un certain intervalle.

Soit w=0. Il s’ensuit de (4) que

n

(18) o=auh ™"
avee

x—1  Mtxn x—1
" m+1 =K,
et 'on a la condition (m+x)/(m-+1)>0. Avec cette valeur de p on obtient

pour le carré de vitesse I'expression

®x—1
m+1

(19) p2 = —2 A,

d’olt T'on tire que (m+1)<<0 et enfin m<—x. Tenant compte de cette restric-
tion il est utile d’introduire le parametre j & la place de m par la relation
mi(m-+w)=j (j varie de 1 & o) et d’effectuer le calcul suivant. On pose (18)
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et (19) dans la formule (17) déterminant pv et 'on calcule ainsi A en fonction
de ¢ ou de r. Ensuite (18) nous donne la densité p. Il est facile maintenant
de trouver les projections v,etv, de la vitesse en utilisant les formules (17).
La formule (6) détermine ¢, aprés quoi on calcule, d’aprés (1) et (2), la
pression et le tourbillon. En exprimant toutes ces quantités en coordonnées
polaires on obtient les formules suivantes:

r .
p = bmlr—Zj, v:bm {‘25—1,

T
(20) 2w=2 bmjrz(f—-l), = __g_ ﬁbﬁ~_ r2(f-1)’
27 2(j—1)
y %=1 w41

g, = (_%Ti) - b._"‘. e p2{nHi—1)

m r 2(j—1
avec

% 7

o 2T x—1 >

:z A B, Pt a.

r ( m- ) "

Les expressions (19) contiennent quelques constantes arbitraires qui doivent
&tre déterminées par des condition aux limites. Si ’on accepte comme condition
que la vitesse est v, et la densité est g, sur le cercle de rayon r,, on obtient que

1-2j
bp=voro ", I'=2m pgry vy,

ce qui est admissible car dans Pexpression de b, se trouve une constante
arbitraire K,,. Les équations (20) deviennent

. 1
v Tt (2]
T2 j—1 To
-—2F 2i—1
(20) e=eo( ) ren(D)
Iy Ty

: 20j~1) 201
2(9:229_(:,_) T p=fer (I_) :
2(j—1 \r

T
" 20-D\rn

et on y tire quelques conclusions intéressantes,

14%
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Sur le cercle r=r,, oul v=v, et p=p,, les autres quantités sont données
par des formules

1
zj+”71
Vo x— . Vg
=10 X0 pw=2j,
I ©@=2I5,
Po Vo2 "029(1)_M

P=2G=1" ™" 20(—-1)

et Pon voit quelles varient avec le paramétre j. Remarquons ici que j varie
dans Vintervalle de 1 & o, mais qu’il ne peut pas prendre les valeurs extrémes
dans cet intervalle. Ces valeurs de j correspondent a des valeurs spéciales de
m, notées plus haut, pour lesquelles I’équation (4) change sa forme. Si j
croit le tourbillon tend vers I’infini, la pression et la fonction ¢, tendent vers
0 et ) vers vy2/2. Pour que ces quantités soient déterminées il est nécessaire
de donner une condition complémentaire, par exemple, la valeur d’une de ces
quantités sur le cercle r=r,. Ce fait est tout a fait naturel car il s’agit ici d’un
mouvement rotationnel.

La condition complémentaire peut se rapporter a un autre cercle, de
rayon r=r,, si le mouvement se produit entre deux cylindres circulaires
coaxiaux. Il suffit de donner, avec certaines restrictions, la valeur d’une seule
de quantités (20") sur ce cercle et de trouver ainsi la valeur correspondante
de j. Par exemple, si la vitesse est v; sur le cercle r=r;, on obtient

_ o InGuvy)
In (r,/ro)
Puisque 2j—1>0 la vitesse v, doit étre choisie de tel sorte que In (v,/v,) soit
plus grand que In(r/ry).

Enfin, le fluide peut étre soumis & des conditions provenant de son état
thermique. Le gaz étant parfait on tire de 1’équation d’état

1
p="""Je,e T,
” |

(¢, est la chaleur spécifique a pression constante, J I'équivalent mécanique de
calorie, T la température) que

% 1 V2 ( r )2(21'“1)

T— —
x—1 j—1 2Jc,

ry

Cette équation détermine le parametre j si, par exemple, la température de
cylindre r=r, est constante et égale & T,.

On peut étudier U'influence de parameétre j sur le mouvement entre deux
cylindres en appliquant les formules (20') dans le cas ou r=r;. On obtient

r \20-D r\"2
VWi=Vo| — s P1=Po|\—
ro o

d’ou 'on tire que v;>>v, et que p,<<p, quand r,>r; et inversement. Si r,>r,
la vitesse croit et la densité diminue quand j croit. Sans donner les formules
correspondantes notons ici que c’est le tourbillon seulement qui croit avec j si
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ri>r,. Les autres quantités ont pour chaque valeur de r, un minimum et la
valeur de j correspondante 4 ce minimum n’est pas la méme pour ces quantités.

Cette particularité des formules obtenues permet de donner un criterium
pour le choix de la valeur de j basé sur une sorte de postulat dynamique. En
considérant le mouvement entre deux cylindres coaxiaux de rayons r, et ry (r,>r,)
on part de la constatation qu’une certaine énergie est nécessaire pour former
un tel mouvement avec les valeurs v=w, et p=p, sur le cylindre r=r,. Le
mouvement étant adiabatique et le gaz parfait énergie reste constante et la
fonction A représente cette énergie relative & 1'unité de la masse fluide. Le
mouvement étant plan on a la masse élémentaire 27w p rdr et 1’énergie élémen-
taire correspondente dE=2mpArdr. On obtient 'énergie totale de la couche
fluide d’épaisseur | entre deux cylindres en intégrant cette expression. En
utilisant les formules (20') on obtient

w—1 r\? ]
[P el B (_) 1.
PoTo™ %o 21(]—1)[ o |

4
E
3
,%1‘1
2

¢

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Fig. 1a

Il est facile & voir que pour chaque valeur donnée de r//r, I’énergic E a
son minimum & qui correspond une certaine valeur de j. Sur la fig. 1 sont
tracées qulques courbes donnant la valeur de I’énergie non dimensionnelle
E=E/mpy,r2vy2 en fonction de j pour quelques valeurs de rapport r/r,. 1l
est naturel de supposer qu'un mouvement sera établi pour lequel I'énergie
aura son minimum. En considérant F comme fonction de j et en égalant & O
la dérivée de E par rapport a j, on arrive a 1’équation

20 ) (- U )[(:)ZLI];O

déterminant j pour chaque valeur de r,/ry>>1. La courbe sur la fig. 2 représente
cette équation.




214 K. Voronjec

oy

24

1

92

]
AL
N
N

Fig. 1b

140 : /

12 /
00 : /
80

o /

46 P
N

“5 52 25 3 35 4

Fig. 1¢

Les expressions obtenues pour v, et v, montrent que la vitesse complexe
v est une fonction non analytique car on peut écrire

*® m
m4n by
+ Zﬂ&

V= Vp—ivy = —iby, z
ou, d’apres (207,

C te2i .
= by zi-12],
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Cette forme de v permet d’étudier I'influence de paramétre j sur le mouvement
considéré d’un autre point de vue. Nous nous servirons de 'idée de A. Bili-
movitch® développée ensuite par Fempll®! sur la mesure de déflexion d’une
fonction non analytique par rapport a4 une fonction analytique.

On nomme la déflexion de [Panalyticité d’une fonction non analytique

(vitesse complexe v) I’expression

%Y (‘)v’& +ﬂ)—i(ﬁ—%> —divi—i2,
0z ox Oy ox 0y

™

1hoo
1200

/
800 /

400 AN /

200

-~

Fig. 2
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que Bilimovitch étudie sous la forme vectoriel. Si la fonction v est analytique,
cette expression est nulle si non, on peut chercher la déflexion de cette

expression, la déflexion de deuxieéme ordre, 4 02v/0z2. Ce procédé peut étre
répété et il peut arriver que la déflexion de lordre j+ 1 soit nulle. Nous
laissons a part les propriétés analytiques et géométriques, d’ailleurs tres
intéressantes, des déflexions de premier ordre et des ordres plus élévés. Nous
constatons seulement que ce procédé peut étre appliqué dans le probléme
traité ici et est li¢ & des valeurs de paramétre ;.

En effet, si 'on considére les valeurs positives et entiéres de j: 1, 2,
3, ... o on voit que les valeurs de m: —o0, —2x%, —3%/2, ... —x, se
trouvent dans l'intervalle acceptable dans le probléme traité. Puisque les deux
valeurs extrémes doivent étre exclues, on constate que la plus faible déflexion

de fonction v est de Pordre 2(j=2, m=-—2x). L’analyse faite dans le cas
ol j croit correspond, donc, & des déflexions de plus en plus élévées. D’autre
part, I’'absence dans le probléme traité de déflexions de Pordre 1 et 0 empéche
d’effectuer le passage 4 la fonction analytique et ne permet pas de donner un
sens physique précis a des propriétes analytiques et géométriques de I'idée de
A. Bilimovitch.
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