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SUR DEUX EQUATIONS FONCTIONNELLES MATRICIELLES

Radovan R. Jani¢
{Communiqué le 17 Mai 1968)

Dans cet article nous allons considérer deux équations fonctionnelles a
plusieurs fonctions matricielles rectangulaires inconnues, les agruments étant
des matrices carrées, commutatives et réelles.

1. Equation fonctionnelle L,
C’est I’équation fonctionnelle
(1.1) Fx, =%, Yi» X3 Y4—X4 ¥3) =G (X1 Y3—X3 Yy X3 V4= X4 V3)

+H (X, Ya—X4 Y15 X3 Y23 V3)s

ou x;, ¥; (i, j=1,2, 3, 4) sont des matrices carrées et commutatives d’ordre
(n,n) et F, G, H des fonctions matricielles d’ordre (m, s), que on va appeler:
équation fonctionnelle L,.

C’est pour I’équation L, que nous allons démontrer le résultat suivant:

Théoréme 1.1. La solution générale mesurable de I'équation fonctionnelle L, est
donnée par les formules

F(X,Y)= 3 Kyz;+A+B,

i j=1

{1.2) G(X, Y)—“—‘-‘ Z Kijzij'{"A,

i, j=1

kd
H(X, Y)z z Kifzij‘l‘g,

ol K;;, A et B sont des matrices constantes d’ordre (m, s) arbitraires et z;; sont
les éléments de la matrice ||z;;||=Z=XY.

Démonstration. En posant x,=1u, X;=V, X,=X,=p,=¥;=0 {0 — matrice
zéro), y,=y,~1 (I — matrice unité) dans L,, on obtient

(1.3) H{u, v)==F(u, v)—A4,
avec 4=G(0, 0).
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Si Pon pose, dans (1.1), x,=u, x,=—¥, X,=X3=y,=¥,=0, ¥,=y,=1,
on trouve

(1.9 Gy, vy=F(u, v)—B,
avec B=H(0, 0).
Aprés la substitution de (1.3) et (1.4) dans (1.1), I’équation L, devient
(1.5) F (g Y%, 1y X3 Ya—X4 ¥3)=F (X, Y3—X3 P1, X, Y4—X4 )
+F (X, Y4—X4 Y1y X3 Yo—X; Y5)—A—B.
Si I'on intreduit la nouvelle fonction E par la substitution
(1.6) E(u, vy=F (u, v)—A—B,
I’équation (1.5) devient
(L7 E(X, 72X, Y15 X3 Ya— X3 Y3) =E (X 3~ %3 1, X5 Ya—X4 V)
+HE (X1 Ya—Xy V15 X3 V3%, V).

L’équation (1.7) peut s’écrire sous la forme que voici (voir: [1] et [2])

(1.8) gX+Y)=gX)+g(Y),
ol la fonction g est définie par
(1.9 E{u, v)=—E (uv, —I)=g (uy).

La solution générale mesurable de (1.8) est donnée par

(1.10) g~ 3 Kyxy,

i =1
ol K;; sont des matrices arbitraires d’ordre (m, 5) et x;; les éléments de la
matrice ||x;;||=X.
D’aprés (1.3), (1.4), (1.6), (1.9) et (1.10) on obtient (1.2). Donc, le théo-
réme 1.1 est prouvé,

P. M. VasiC et R. R. JANIC ont considéré, dans [1], ’équation fonction-
nelle (1.7). Mais, utilisant un résultat incomplet de [3], ils y ont donné une
solution de cette équation qui n’était pas cependant sa solution mesurable gé-
nérale. D’aprés (1.9) et (1.10) on obtient que la solution générale mesurable
de Péquation (1.7) est donnée par

E(X3 Y):‘ Z Kijzifi)

£, fr=l

avec les mémes significations de Kj; et z; que dans (1.2).

2. Equation fonctionnelle L,
C’est I’équation fonctionnelle
2.1 Fo(X,3,—%, Y15 2, 3—23 )+ Fy (% 2,— %, 21, ¥, 15— 3 1)
FE (X =Xy by, V3 50y 23) + F3 (2 =2, by, X, Y3—X3 1)
TE 0 =0y b X, Z3X3 )+ Fs (9, 2—91 2,5, X, 1,—%3 1,) =0,
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olt x;, ¥y, 2, 8 (I=1, 2, 3) sont des matrices carrées et commutatives d’ordre

(n,ny et F; (j=0, 1, 2, 3, 4, 5) des fonctions matricielles d’ordre (m, s).
Nous allons prouver le résultat suivant:

Théoréme 2.1. La solution générale mesurable de I’équation fonctionnelle L, est
donnée par

(2.2) Fo(X, Y)=— 2 Kz + A,

Py s
(2.3) Fo (X, Y)= 3 Kyzy+4, (r=1,2,3,4,5),
et

ot Ky (i, j=1, ....n) sont des matrices constantes d’ordre (m,s), zy les élé-
ments de la matrice ||z;;||=Z=XY et 4, (r=0, 1,2, 3, 4, 5) des matrices con-
5

stantes d’ordre (m, s) tel que > A.=0.

r=0

Démonstration. Si 'on remplace toutes les variables par u, I’équation (2.1)
devient

24 A+ A+ A+ Ay + A+ 45=0,
avec 4,=F,; (0, 0).

En posant dans (2.1) x,=2X, zy=~Y, y,=f,=1 et en y remplacant
toutes les autres variables par 0, on obtient

(2.5 Fy(X, Y)=—F,(X, Y)+ A, + 4,.

Par une voie analogue, on trouve (voir: [2])
Fi(X, Y)=—F,(X, —Y)+A4,+4; (i=1,3,4),
Fo(X, Y)=F,(X, Y)—4d,+ 4.

(2.6)

Si l'on introduit une nouvelle fonction F par la substitution
2.7 F(X, YY=F,(X, Y}—4,,
d’aprés (2.4), (2.5) et (2.6), I"équation (2.1) prend la forme que voici
(2.8) Fx,y,—% 0, 5= )+ F (X 2,—x, 2y, 1, ¥3—1;,)
—F (X 1%, by, 2y a—23 V) +F (8, 2,—1, 2y, ¥, X3—V5 X,)
FFE Y =Y, 1y, 2, X3—23 X,)—F (2, ¥,~—2, ¥, X, 13—X; £,)=0.
En remplagant dans (2.8) toutes les variables par u, on obtient
2.9 F(, 0)==0.

Si, dans (2.8), I'on pose x,=X, y,=2,=1, £;=Y et en remplacant toutes
les variables restantes par 0, on obtient, d’apres F (0, 0)=0,

(2.10) F(X, —Y)=—F(X, Y).
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Draprés (2.10), I'équation (2.8) se réduit a
(2.11) Fx, p,—X, yys 23 1323 )+ F (X 2,—X, 2y, 1, y3—13 ;)
FF (X ty—Xy by, ¥y 2303 2) +F (2,1, 2, ¥, X3—3 X,)
FE(y =Yy ty, 2y X323 X))+ F (2, ¥,—2, yy, 1y X3—13 X)) =0,

L’équation (2.11) peut s’écrire sous la forme (1.8) (veir: [2] et [3]), ou la
fonction g est définie par

(2.12) Fu, vy=—F @y, —I}=g ().

Done, d'aprés (1.10), (2.12), (2.5), (2.6), (2.7) et (2.10) on obtient (2.2)
et {2.3). On en conclut que le théoréme 2.1 est vrai.

On affirme dans [3] que Ia solution générale mesurable de Iéquation
(2.11) soit donnée par la formule

(2.13) F(X, Y)=AXYB,

olt A4 est une mawrice constante d’ordre (m, n) et B une matrice constante
d’ordre (n, 5); toutes deux étant arbitraires,

La fonction F donnée par (2.13) est vraiment une solution de (2.11),
mais elle n’est pas sa solution générale mesurable. D’aprés tout ce qui précéde,
on obtient que la solution générale mesurable de ’équation (2.11) est donnée
par

n
i =1
avec Kj; et z; comme dans (1.2).
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