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UBER FINE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNG IN DER
NICHTANALYTISCHE FUNKTIONEN ERSCHEINEN

Stanimir Fempl

(Eingegangen am 18. Oktober 1968)

Fiir eine nichtanalytische Funktion

w(x, y)=u(x, ) +iv(x, )

(4, v reelle Funktionen) kann man ihre Abweichung von der Analytizitit de-
finieren [1}:

defd 0w Ou Ov ,(du @)
dy ox/

1 Bwy=—+i—=— ]
M @) 0x gy Ox 9y

Ebenso kann man die zweite Abweichung B, (w) der Funktion B(w) von der
Analytizitit, die im allgemeinen Falle nichtanalytisch ist, definieren. Diese
“zweite’* Abweichung ist mit

def @
BAth[B(w)]:(f;w%) w

gegeben. Ahulich definiert man die hoheren Abweichungen
def 0 I \®
@ Bn(w)zgww(w)}z(w-;—fm) w (n=0,1,2,..).
ox 9y

Dabei ist B, (w)=B(w) und B,(w)=w.

In seiner Abhandlung {1] hat Bilimovi¢ Bedingungen angefiihrt die
die Funktionen u und v erfiillen miissen. Es sei nur bemerkt dass diese Bedin-
gungen cine ziemlich allgemeine Natur besitzen (z. B. Existenz der partiellen
Ableitungen nach ¢ und » u. s. w.).

In dieser Arbeit 10se ich das Problem der Integration der partieller
Differentialgleichung

o S, Gy B, (@) =W (%, ).

v==0
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Hier sind die Koeffizienten a konstant, wihrend W ecine komplexe nichtanaly-
tische Funktion darstellt. Im Spezialfall W =0 reduziert sich die Gleichung (3)
auf eine homogene Differentialgleichung die ich in einer meiner fritheren Arbeit
untersucht habe [2]. Dort wurde gezeigt dass ihre allgemeine Ldsung die Form

) zowécp\,(z)enz‘vz

besitzt, wo ¢{z)(z=x +yi) beliebige analytische Funktionen sind, wihrend die
Grossen r,(v=1, 2, ... n) die Wurzeln der algebraischen Gleichung

) Z @y E'=0

vi=0
sind. All dies gilt wenn die Wurzeln », verschieden sind. Im Falle m gleicher
Wurzeln ry=r,= -+ =ry,=r (m<n) hat der entsprechender Teil der Losung
die Form
©) [0 +29,@) + - - + 2" gp (2)] e’

Wie man sieht, stellt der Klammerausdruck ein areoldres Polynom {(m—1) -en
Grades dar [3].

Das allgemeine Integral w der Gleichung (3) kann man auch durch die
rechte Seite von (4) dargestellt denken, wenn man an die Stelle der analyti-
schen Funktionen ¢, entsprechend bestimmte nichtanalytische Funktionen w0, (x, ¥)
bringt, die natiirlich die notwendige Anzahl wilkiirlicher analytischen Funkti-
onen enthalten miissen, so dass

(7 w= 2, w,(x,Y)e

ist. Eine solche Darstellung wire noch auf unendlich viele Arten ausfiihrbar.
Man kann aber diese Funktionen w=, einer Anzahl von Bedingungen unter-
werfen. Wahlt man n—1 Bedingungen frei, so kann man n—1 Funktionen =,
durch das noch eriibrigende darstellen, und es kommt nur auf die Bestimmung
einer Funktion an,

Wenn (7) der Gleichung (3) geniigt, so muss

B(w)= i B(w\,)e—i ’ + ZI Wy, e

v v

sein, denn es ist
B w)=2B(w), B(ww)=w B(w,)+w,Bw),
B[f@))=f"(w) B(w), B(z)=2,

wie man sich leicht iiberzeugen kann. Jetzt kann man die Grossen w, so
wihlen, dass

Ty
z

® 3 Blage® o,
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und es wird

ry o

©) B@)= 2 wyne’
Auf Grund dessen ist
n v
Bz(w)sz(wv)l"vez + Zwvrsez ’
ye=§ 1

und man kann eine zweite Bedingung

z

(10) S B)r,e® =0
S
aufstellen, so dass

z

(11) By(w)= 2 wyrle’
Ya=1

wird. So fortfahrend kommt man nach (n—1) maligen Anwendung zu

ry

z hid iy
B, (@)= Z B(wyry™ “2p2 7 > w\,rg“ez
v=1{

und es wird die (n—1)—te Bedingung aufgestelit

ry —

(12) Z B)ri%e® =0,
so dass
(13) B, ()= Z w,rite? ’

wird. Da jetzt die zuldssige Anzahl der Bedingungen erschopft ist, ergibt
sich aus der letzten Gleichung

o

v rv_w

(14) B, (@)= ZB( e3?+2w rle

Trigt man die Werte: fiic w aus (7), fir B, (w), B,(w), ... B, (w) die eben
gefundenen Werte (9), (11),. . (13), (14) in die Gleichung (3), so entsteht

n r}**» J‘v; -
a, levr\, > ta, zg(w)rif le? —{»azizwv et 4
Voo =3,

ry e " ry —

n E = z
+ Z Wy rvez +ay Zwve ? =W(x, y).
i v=1
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Wenn man die Glieder in dieser Gleichung in anderer Weise zusammenfasst,
so folgt

ry—

(15) w et

2y

7
v v
Apey 1w, e Z Ay ra+ - +wye £l Z Ay Tn

M=
N"

v=0

i

ry

+a, EB(wV)rCx Te2 Z—W(x »).

Dar, (v=1,2, ... n) die Wurzeln der Gleichung (5) bedeuten, so entfallen
links alle Glieder bis auf das letzte, so dass

Ty

a, zB(wv)rf YeZ T _W(x, y)

verbleibt (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setze man a,=1).

Die Gleichungen (8), (10),... (12), und die letzte Gleichung geben
das System

z =z

B(wl)e3 +B(w2)e 4 +B(wy)e? =0

(1) § » o v e oo e e

Bw)ri e »{—15’(1{02)r§'“2e2 4+ -« + B(wy,) 1y %e? .0

7 Iny Tn—
Bw)ri~'e’ +B@)ri e’ ... 1B@)rle? T =W(x,y)

Dieses System ermoglicht die » Abweichungen B(w)(v=1, 2, ... n)—da es
in Bezug auf diese Abweichungen Lnear ist—zu bestimmen, wenn nur der
Ausdruck

I i i
r Pyt Py rit +'n~z~
(17 D= e
n-1 n—1 n—1
Fy I rn

von Null verschieden ist,

Besitzt die Gleichung (5) keine mehrfache Wurzeln, so ist, wie bekannt,

() rit- +r,,__
D=(—1) H(r@-—rk) (=1,2,...n—1; k=i+1,i+2,...n
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und dieser Ausdruck ist von Null verschieden. Bezeichnet man die den Ele-

menten der letzten Zeile von (17) adjungierten Unterdeterminanten mit D,,

D,,...D,, und da diese denselben Bau zeigen wie die Determinante D, so ist
(tt~2~l) LT S SR S PR

D= (—=1y=1(=1)" " Te T Tley—re) (=2,...n—Lik=i+1,...n),
ik
folglich

rotee
LA e

D, e -

D (ry—r)(ry—rs)- - (ry—rp)

Beachtet man noch dass das Polynom auf der linken Seite (5), bezeichnen wir
es mit w(E), die Gestalt

m(g)m%g(g“"v)mg(i” )

besitzt, so kann man den Nenner der rechten Seite auch in der Form o'(r)
schreiben. Demnach ist endgiiltig

Ahnliche Ausdriicke ergeben sich fiir die iibrigen Quotienten D,/D, ... D,/D.
Auf Grund all dessen sind die Losungen von (16)

B(wv m%w(xa}’) (v=1,2,... #n)

d.h.
: o
B(w,)= K-(—M e 2 (v=1,2,...n).
o' (ry)
Die Grossen =, erhidlt man durch Inversionsbildung des Ausdrucks von

B(w,). Bezeichnet man
& f(x, ) =w,

B(w)=f(x, »)

sein. In eirer meiner Arbeit [4]* zeigte ich dass sich zwei nichtanalytische
Funktioren w, (x, y) und w, (x, y) die dieselbe Abweichung B von der Analy-
tizitdt besitren, nur um eire willkiirliche analytische Funktion unterscheiden.
Deshelb, cus

so soll

B(w)=f(x, y)
fclgt

AR e U S S T

'a) T o s
N o' (1)

* In [4] benutzte ich das Symbol é
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oder

ry .

1 -7
o 2 =
=T 8W(x, y)e +o,(2) (=1,...m,

wie man sich iiberzeugen kann, wenn man Inversionen an beiden Seiten bildet.
Trigt man die Werte w, in (7) ein, so erhilt man die allgemeine Losung

¥,
v
Py - ry o

SW(x, y)e 27 + < P (z)eiz
(‘)’(rv) “gl ’

el

(18) w = 5_:
ve=1

Wie man sicht, besteht ein vollstindiger Parallelismus zwischen dem Ldsen
der gewGhnlichen Differentiaigleichung

G19) YO 4 a L gy y=f(x)
und der Gleichung
B, (w)+a, By (w)+ « -+ +a,w=W(x, y).

An Stelle von yM(v=0,1,...n und f(x) treten die Grossen B,(w) und
W (x, y) auf, wihrend in der Losung an Stelle von XKonstanten C, analytische
Funktionen g, (z) auftreten, und statt des Integrals erscheint das Zeichen &.
Anstatt der unabhingigen Verdnderlichen x in (19) tritt die Grésse z in (18).
Die Gleichung (5) entspricht der charakteristischen Gleichung.

Die angefiihrte Methode entspricht der Variation der Konstanten,

Enthilt die Gleichung (5) auch gleiche Wurzeln, so hat die Vandermon-
dealternante in Ausdruck fiir D zwar den Wert Null, aber in solchem Falle
hat der Ausdruck D in (17), der eine Wronskideterminante darstellt, eine an-
dere Struktur. Die einzelne Glieder in (6) ndhmlich sind partikuldre Ldsungen
von (3) im Falle W=0. Die sind linear unabhingig [5, S.601]. Deshalb bilden
sic ein Fundamentalsystem von partikuliren Integralen. Dann aber muss der
Ausdruck D einen von Null verschiedenen Wert haben.

Als Beispiel nehmen wir die Gleichung

(20) B, )+ B(w)+k2w=Ksin (%‘- E)

(x, k, K, p, reelle Konstanten). Diese Gleichung kann man aus den System

2 2
()_Zgw if__&_;.m %Haéil+k2u=Kchﬁysin~&x
oxe? o0x0y 0y? ox 0y 2 2

2 2 2
9««?4_2 ,_‘Z,E‘_,_ﬁ+a éff+oc?£+k2@~—~ —-Kch—£}"—ycos Py
ax2 oxoy 0y ox  ay 2 2

erhalten, indem man die mit / multiplizierte zweite Gleichung der ersten addiert
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Die Gleichung (20) ist ein Analogon der Differentialgleichung fiir erz-
wungene Schwingungen. Nach (18) ist die Losung der Gleichung (20)

efzJ E A e'rz3 = Ly
@n W s o § (Ksin Foe? >+ e & (Ksin Lze ? )
o' (1) 2 o' (1) 2
Ly 2y

Hier sind ¢, und ¢, willkiirliche analytische Funktionen. Die Wurzeln der cha-
rakterischen Gleichung sind

(22) r1,2 T ——— e .

Da noch

gen kann wenn man die Inversion bildet, so ist

Ze K fsin F7e 2 "z
2 2

Lol
=
W
g
v |E

r
—~ Z

Ke * ( A @ -—)
=— FSIN-—— Z-+Wweos— zJ.
rz4p? 2 2

Wegen w(E)=E82+af+ k2 ist o' (r)=2r+a= 4 )a?—4 k2 Trigt man diese Wer-
te in die Gleichung (21) ein, so folgt, wenn man noch von (22) Rechenschaft
fiihrt,

K[(uZ—kZ) sin “g* s [LOL COS % z

(u2—k2)2 + p2 o2 -+ M,

W = e

wo

ry— ry—

M=, (2)e2 +0,(z)e

Dabei sind @, und @, willkiirliche analytische Funktionen. Der Ausdruck
fiir M ist der allgemeine Teil der Losung und er entspricht der Eigenschwin-
gung. Unter gewissen Voraussetzungen in welche ich nicht eingehen werde, kann
man M—»0 erreichen, so dass nur die erzwungene Schwingung zum Ausdruck
kommt. Setzt man noch pa/(p2—k2)=tgo, so folgt fiir den erzwungenen Teil

K . <‘J“ E )
——————— e SN~ Z O
V—kirprar \2

Wenn man auch im komplexen Bereiche den ersten Faktor als Amplitude be-
trachtet, so kann er fiir p—k und fiir kleine Werte « sehr grosse Werte
erreichen. Man gelangt zu einem Effekt der der Resonanzerscheinung entspricht.
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