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Dusan Adamovic¢
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2. Généralisations des théorémes de Zygmund et B. Sz.-Nagy

On suppose dans ce paragraphe que les fonctions g(x) et f(x) soient
non croissantes et inférieurement bornées pour x € (0, w) et que 'on ait

xg(x)€ L0, m), f(x)€ L0, 7).
On désigne par b,(n=1,2,3, ...) les coefficients de la série de sinus de la
fonction g(x) et par a,(n=0,1,2, ...) les coefficients de la série de cosinus
de la fonction f(x), c’est-a-dire

b,,:ifg(x)sinnx n=123, ...,
™
0

anzsz(x)cosnxdx n=0,1.2, ...).
T
0

Ici les nombres a, sont les coefficients de Fourier de la fonction f(x) et les
nombres b, ne le sont pas nécessairement pour la fonction g(x).

Les deux théorémes suivants sont dis a A. Zygmund [l14] et a
B. Sz.-Nagy [7]:

(A) Soit 0<y<<1. La série

o«
Z n—Yb,
n=1

converge absolument si et seulement si

x1g(x) € _F (0, 7).
(B) La série
(32) S nva,
n=1

* La premiére partie de cet article, sous le méme titre, a été publiée dans ces
,,Publications*, t. 7 (21), 1967.
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38 Dusan Adamovié

converge absolument si et seulement si

(33) xlfx) e (O, m
ou bien si et seulement si
34 S(x)logx € _Z (0, 7),

suivant que lon a 0<y<1 ou y=1.

Zygmund a obtenu ces résultats pour le cas vy=1 et B. Sz.-Nagy dans
le cas général.

De plus, B. Sz.-Nagy a démontré que déja la sommabilité (C, 1) de
la série (32) entraine (33) ou (34), selon le cas.

Les résultats précédents peuvent étre généralisés par les théorémes suivants,
ou intervient la fonction A croissance lente L (x):

Théoréme III. Soit 0<y<1. La série
i n~Y L(n)b,
A=l
converge absolument si et seulement si
L e e L 0. m.
Théoréme IV. Soit 0<y<1. La série
(35) S nr L),
A1

converge absolument si et seulement si

36) xet L(%)f(x) €20, 7).

Théoréme V. Soir 0<y<1.

Si x~1=Y L(x) X pour x suffisamment grand, de la convergence de la série
(35) résuite (36).

Si x7YL(x) X pour x suffisamment grand, de la sommabilité (C, 1) de
la série (35) résulte (36).

Théoréme VI. La série
i n-'L(n)a,
n—1
converge absolument si et seulement si
G7) s (%) NG ERAES)

Théoréme VIL. La relation (37) résulte de la convergence ou de la
sommabilité (C, 1) de la série (35) suivant que I'on a, pour x suffisamment grand,
seulement x~2 L (x) \ ou déja x—'L (x) \.
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Pour L(x)=1 le théoréme III se réduit a (4), les théorémes 1V et VI
se réduisent 2 (B) et les théorémes V et VII 4 la remarque supplémentaire-
de B. Sz.-Nagy.

On peut ajouter aux théoremes précédents le théoréme suivant, relatif
au cas de la série de sinus et de y=0, non compris dans les résultats de
Zygmund — B. Sz.-Nagy.

Théoréeme VIIL Soit L(x) convexe et tel que T < + oo. Alors la série
> b.L(m)
n='1
converge absolument si et seulement si
1
=y (—) g() € F O, 7).
x

En 1958 nous avons donné dans [1] une généralisation des théorémes
(A) et (B) différente de la précédente. A savoir, cette généralisation-1a con-
tenaient les mémes énoncés des théorémes IV, V et VIII et I’énoncé du
théoréme III avec lintervalle plus large (0,2) pour y; les énoncés suivants y
figuraient au lieu des théorémes VI et VIII, respectivement:

(V1) Soit
(38) 0<AL(¥)logx> | r1 L@ di<BL(logx (x>1)

0

(A et B constantes). Alors la série

(39) > n'L(n)a,
n=1

converge absolument si et seulement si

(40) L (-i-) 1og% € (0, n).
(VIT') Soit

X

(41) [rL@a>aL@iogx (x>

1

Alors (40) résulte de la convergence ou de la sommabilité (C, 1) de la
série (39) suivant que, pour x suffisamment grand, la fonction x—2 L (x) seulement
ou déja la fonction x—' L (x) est non croissante.

Ici, dans le théoréme III nous nous limitons a lintervalle (0,1] pour v,
en vertu du résultat concernant I’intervalle (1,2) obtenu en 1962 par R. P. Boas
(théorémes (C) et (D) dans 3), qui est, pour L(x)=1,1<y<2, plus générale
que I’ancienne variante de notre théoréme III et que nous avons, d’ailleurs,
réussi 4 généraliser au moyen de fonctions & croissance lente (théorémes IX
et X). — Les théorémes VI et VII sont plus généraux que les théorémes (V1')
et (VII'), puisque les premiers ne contiennent pas les conditions restrictives
(38) et (41) et puisqu'on a (37) < (40) sous la condition (38) et (37) = (40)
sous la condition (41).
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Pour compléter I’exposé sur notre sujet, nous avons cités tous les

théorémes III — VIII. Les démonstrations des théorémes II — V étant
contenues dans [1], nous nous limitons ici & exposer les démonstrations des
théorémes VI — VIII, celle du dernier puisque sa démonstration dans 1}

n’était pas correcte.

2.1 Démonstrations des théorémes VI—VIII

2.1.1 Démonstration des théorémes VI et VII. D’aprés D'assertion 1° de
(VIID), avec L(x)=1, f(x)& _Z (0, n) entraine I’existence de [I’intégrale

xdf(x) et que xf(x)—>0 (x—+0) et, par conséquent, I’existence de

3 Py

j sinnx-df(x) et que f(x) sinnx —0 (x —+0). de sorte qu’une intégration
0
p

ar parties donne

anh_?‘_ff(x)cosnxdx:i[— lim f(x)sinnx—j sinnx~df(x)]
i TN x-—>+0
0 0
2 ; .
= —— | sinnx-df(x);
TN,
0
donc,
2 n.
(42) a,,:—%fsmnx'df(x) (n=123, ...
TH
0

Nous allons démontrer d’abord que (37) entraine la convergence absolue
de la série (39). Nous démontrerons ensuite la seconde, puis la premiére
assertion du théoréme VII et, enfin, que la convergence absolue de la série
(39) entraine (37). Toutes les assertions des théorémes VI et VII étant triviales
si 2<< + o0, nous allons supposer jusqu’d la fin de la démonstration que 'on
ait X= + oo,

D’aprés (42) et la majoration effectuée dans ia démonstration du théoréme
11, on a, avec une constante positive M,

7

i n_’L(n)fan"gé i n=2 L (n)|sinnx |d[— f(x)]
n=1 n=l1

0
<M0fx S (&) d[—f ()]

On en conclut, d’aprés (VIII), que (37) entraine la convergence absolue
de la série (39).
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Supposons que la séric (39) soit sommable (C, 1), c’est-a-dire que

(l’%)v“lL(v)a\,: _2 vi(l—;:—) v 2L (v) sinvx-df(x)

= -

v=1I

la suite

ks

2fmmam

T
0

tende vers une limite finie lorsque n —>oc et que l'on ait x~' L (x) X pour

x>m (m nombre naturel). Soit
) l—cos(2v+ 1) >

sy (x)= (v=123, ..)).
2sin —
2
Alors
P, (x)= VZ; ( 1 ——;—) v2L(v)sinvx
OS2 Vv r ey — (1= N s 2 L _
?51[(1 ") Le—(1-2 ) o +—1>][sv<x) 5o ()
nl v v+ 1 _
I T I v
(%)”@_WLm%m>§uf§—unmw}2%wwmm.
n V=1 v=1
La suite
V+1>(v+1)—2L(v+1)
n

def v
Wy = (1——) v”ZL(v)—( I—
n
1
=P 2LM)—@+D2LEV+ D] ——DP L=+ DL+ 1] v<n—1)
n
est positive pour v=m et, pour un v>m fixé, non décroissante par rapport

a m; en outre,
@p, vV IELM—(+ DL+ D=0, (n—o0).

En profitant du fait que s,(x)=0 (0<<x<{w), on en conclut que les

fonctions de la suite P’ (x) sont non négatives et que cette suite tend vers

n—1 00
Px)=lim % wnys,(x)= z ®, §, (X).

(La derniére égalité, d’aprés ce qui précéde, se justifie par le fait suivant,
(n—o0; v=m, m+1, ...), alors

aisé¢ a démontrer: si 0<Ca, , "o,
Q0 =X
lim z %y, y = 2 oc\,.)
v=m

H—>00 .y
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On

(44)
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obtient de (43)

[ PP @ a1 [P dr (o) |+ | [ POy dre)!
0 0 °

Comme, d’aprés I’hypothése, lim j P, (x) df (x) est fini et que la fonction P®) (x)

est,

n—© o

selon (VIII), intégrable par rapport a f(x) dans (0, %), on déduit de (44),

tenant compte de la non negativité des fonctions P,(,])(x), que la fonction P(x)

est

intégrable par rapport & f(x) dans (0, 7).

Or, comme nous allons le montrer tout de suite,

1 .
(45) PxX)=M xS (——) (M, constante positive),
x

w

X

j 1
d’otr résulte que Pintégrale fo( )df(x) est finie; donc, d’aprés (VIII),
0

Pou

s(%) f) e £ (0, 7).

r achever cette partie de la démonstration, il suffit, donc, de démontrer (45).

1 T
Pour v+—<-—- on a

et,

X

2 2
sv(a)>£(2£_l x) _g_x<v+i>
x\ 2=

pour x suffissamment petit, d’aprés (I) et (V),

o0

P(x)= Z S, ()M PLMG)—(+D2L(v+ 1)

v=rm

2
P> (w%) V2 L) —(+ 12 L v+ 1)]

m

e

T
X

,nl_l +2f(t——;—>z—2L(t)dt)]
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(O P [T

I

+ Mzmxfz—1 L@ (dr)]>£—2 X [M3 s (é-) ML (%)}>M5 xS(—j;) ,

avec les constantes positives M,, M,, M,, M. Ici on a mis & profit la rela-
tion 2° de (VII).
Si 'on suppose que la série (39) converge, cC’est-a-dire que la suite

n

z v 1L()a, ~——f§ v=2 L (v) sin vxdf (x)

tende vers une limite finie lorsque #— oo, et que v=2 L{(v)™» pour v==/ (/ nombre
naturel), on obtient, d’une maniére analogue que ci-dessus,

def =

0,(x) = Z v2 L (v)sinvx
v=1

S5 L)~ DL D s () —L (1) 5 (9) 412 L (1) 5, (6)

v=1
n—1

=2 [f —L(1) s, <X>] =0 (0)+ 0V (v),
v=1/ =1

ou Q¥ (x) est une suite de fonctions non négatives, et 'on en déduit Iinté-
grabilité de la fonction P(x) par rapport a f(x) dans (0, w). On en obtient
de nouveau (37).

Soit enfin

8

> mtL(n)|a,|=K<+ .

Alors, d’apres (V),

X

>3 ILE)al>3 It (7 L0)a)

- vl Oty

-S v—lg(v){av|=é] V1L, (4) ﬁi

v=1

fsinvx-d[—f(x)]

0

T

[z V2L, (%) sinvx]d[~f(x)]i

_2 f R, (x)d[—f ()],

3
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On a x7'L, (x)N (x>0) et par su'te

R,(x)= 3 v7?L,(v)sinvx
v=1

. ”i’ [\,—ZLI V) —(+1)? L,(v+ )]s, (x)—é(l)so (x)
v=1

=R (x) = L, (1) 5 (x),

ou Rf,l)(x) est une suite de fonctions non négatives et la fonction So (x) est
intégrable par rapport i f(x) dans (0, m). Par un procédé semblable i celui
employé plus haut, on obtient

1 .
Ry (x)= M, xS, (‘) Ry (x)= lim R,ﬁ”(x) (M constante positive), avec
—A\Xx

def
S, (x)= [tV L, (1) a.
S J

1
Etant donné que, d’aprés I'assertion 3° de (vh, S, (—1~-)~S<——)(x—>+0), on
—\x; x
en déduit

1 .
Ry(x)=M, xS (—) (M constante positive).
x

On en obtient (37) en s’appuyant sur (VIID).

2.1.2. Démonstration du théoréme VIII.

Il résulte des propriétés supposées de la fonction L{x) que L(x)—0
(x—>+o0) et aussi que, d’aprés (VID),

1 + o

ft‘1L<~l--> dt = ft-lL(t)dt<+oo,
t
0

1
c’est-a-dire que

L (%) e #(0, n).

On en conclut que les deux conditions dont le théoréme VIII établit ’équiva-
lence sont pour g(x)=-const automatiquement satisfaites, et I'on peut supposer,
sans restreindre la généralité, que g(m—0)=0. Les coefficients b, sont alors
donnés par

b,= ~£f(l —cosnx)dg (x)=0.
s
0

En effet, d’aprés I’assertion 1° de (VIII) (avec L(x)=1), xg(x)<(0, T)

entraine I’existence de lintégrale j x*dg(x) et que x2g(x)—>0(x—+ 0), et
0
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k4

par conséquent l’existence de f (1l —cos nx) dg (x) et que (1—cosnx)-g(x)—0
0

(x> +0). Donc, en tenant compte de g(mw—0), une intégration par parties

donne

= fg(x) sin nxdx = ~-~2—[~ lim g (x) (1—cos nx)]— f(l~cosnx)dg(x)

R/ x =0

2
=— / (1 —cos nx) dg (x).
T,
0
Par conséquent, b,>0(n=1, 2, 3, ...) et, d’aprés le théoréme de Beppo-

-Levi, la série
k1

i L(n)b,= 2 [[i n~tL(n)(l—cos nx)] dg (x)
n=-1 T . n=1

converge (absolument) si et sculement si I'intégrale au second membre est
fini. Or, d’aprés le théoréeme 1,

= 1
1L — ~R|—- —-+0
,,Zl n (n) (1 —cos nx) ( . ) (x—+0),

de maniére que l'application de (VIIT) conduit & P'assertion du théoréme VIII.

3. Généralisation des théorémes de Boas

Dans ses travaux [8] et [9], R. P. Boas a démontré les théoréemes (C)—(G),
qui étendent le théoréme (4) a lintervalle [1, 2], en affaiblissant les conditions
pour l<y<2 et pour lassertion dans une direction dans le cas y=1, et
donnent un analogue du théoréme (B) pour la série de cosinus généralisée,
définie par Boas, sous I'hypothése

xtf(x)e_F(0, n),

comme la série de cosinus aux coefficients
(46) a,— —271 [ (1—cosnx) f(x) dx (n=1,2,3. ..)
)]

(pour I'explication voir [8, 9]). On n’y suppose pas la monotonie des fonctions
g(x) et f(x).
(C) Soit 1<y<2 et

47 b,,—ifg(x)sinnxdx (n=1, 2,3, ...
™

Alors
(48) xlgxye ¥ (0, n)
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entraine la convergence absolue de la série
-

(49) > nYb,.
n=1

(D) Soit 1<y<2, g(x)=0 pour xc (0, m) et (47). Alors la convergence
de (49) entraine (48).

(E) Soit g(x)=0 pour x< (0, ) et (47). Alors la convergence de la série

n='b, entraine g(x) < _% (0, ).
1

(F) Avec la formule (47):
10
(50) xg (x)log - €_7 (0, =)
X

iMs

entraine la convergence absolue de la série
(51) > nlb,
n=1
2° Sig(x)=0 (0<x<m), la convergence de (51) entraine (50).
(G) Soit 1<<y<<3, x* f(x) €.Z(0, n), f(x)=0 (0<x< ) et les coefficients
a, soient donnés par (46). Alors la série Z n~Ya, converge absolument si et

seulement si x¥-! f(x) € _# (0, ).

Nous généralisons ici les théorémes (C)—(G) par les théorémes suivants,
dont le dernier est pour (G) généralisation dans deux directions: introduction
de fonction i croissance lente et élarg ssement de l’intervalle pour ¥:

Théoréme IX. Soir 1<y<2 et (47). Alors

n=1

(52) xY—1L<i)g(x)e F (0, )
x
entraine la convergence absolue de la série
(53) Z nYL(#n)b,.
n=1

Théoréme X. Soit 1<vy<2, g(x)=0 O<x<m), xg(x)&_ ¥ (0, =), (47)
et x'=Y L(x)\. Alors la convergence de la série (53) entraine (52).

Théoréme XI. Soit g (x)>0 (O<x<m), (47) et L(x)N. Alors la conver-

gence de la série Z n—! L (n) entraine L <i>g(x)€j O, n).
n=1 X

Théoréme XII. Avec la formule 47):
10

(54) xS(%)g(x)ej ©, =)
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entraine la convergence absolue de la série

(55) S n2L(n)b,.
n=1
2° Si g(x)=0 (0<x<m), x 1 L(x)N\ et > = + 0, la convergence de (55)
entraine (54).

Théoréme XIIL. Soit x* f(x)c_¥ (0, m), f(x)=0 (0<x<m) er (46).
Alors:

1° Pour 1<vy<3 la série
i nL(na,
n=1
converge absolument si et seulement si
xY—1L<~;lc—) fxEZ (0, w).

2° Sous une des conditions (C,) et (C,') (I’énoncé du théoréme 1) et sous
Ihypothése X = + o, la série
(56) n3L(n)a,
1

M8

converge absolument si et seulement si
1
xzs(—) fEF (0, 7).
x

3° Sous Uhypothése E< o: la série (56) converge absolument, et la série

(57) S n-' L (n)a,

1

Il &

n

converge absolument si et seulement si
1
R @eZ ©.m.

3.1. Démonstration des théorémes IX—XIII

3.1.1. Démonstration du théoréme IX. D’aprés le théoréme de Beppo-Levi
et I’estimation (31),

inﬁ n‘YL(n)lb,,!<§ n L (n) [1g(x)\|sinnx1dx
2 n=1 n=1 -(.)

w - . . bt » !

:0 |g(x)l%ln L(n)\smnx}dxéfo L(—;)]g(x)[dx,

avec M constant, d’ol le théoréme.
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3.1.2. Démonstration du théoréme X. Mettant & profit le fait que toutes

les sommes partielles de la série Z n~lsinnx sont positives pour O0<x<w
n=1

(pour la démonstration voir, par exemple, [35], I, p. 106) et I’hypothése

xI=Y L (x), on obtient, au moyen d’une sommation par parties,

P
(58) > n¥L(n) sinnx>0 O<x<m p=1,2,3, ...).
n=1
Comme
ki3 » . » n '
fg(x) > nYL(n)sinnxdx = Z n~YL(n) | g(x)sinnxdx
n=1 n=1
0 [V}

14
T > m Y L(mb,,
2 n=1

on obtient, d’apres le lemme de Fatou et (58),

n=1 P—x n=1

fg(x)[jf n—YL(n)sinnx]dx< Jim Ly by .
0

Cette intégralité-1a et la relation (théoréme I)

* . 1 oy
S n~Y L (n)sin nwaxY‘lL(»_) (x—+0; C constante positive)
n=1 X
entrainent le théoréme,

3.1.3. Démonstration du théoréme XI. D’aprés P’hypothése L (x)M, on
a (58) avec y=1. On en déduit, de la méme maniére que dans la démonstra-
tion précédente,

[g(x)[i n=t L (n) sinnxildxiﬁ lim J—Tcii n~tL(n)b,< + .

n=1 p—>c0 n=1

Cette inégalité-la et la relation (théoréeme I)
|

n~! L (n) sin nx~— L <1> {(x—>+0)
2 x

M8

1
entrainent le théoréme.

3.1.4. Démonstration du théoréme XlI. 1° D’aprés le théoréme de Beppo-
-Levi et les théorémes 1 et 11,

s

® 1 ® ‘
A;—TCZ n‘zL(n)\b,,{éznfig(x)[z n—ZL(n)sinnx]dx
n=1 n=1
0

<fo5(l>|g(x)} dx (M constante),
x
0

ce qui entraine I’assertion 1°.
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2° On a, d’aprés I’hypothése sur L (x),

n=2 L (n)sinnx>0 (O<x<m p=1,2,3, ...).
1

M

Par conséquent, de

k3

P 1 P

[g(x)[z n=2L (n) sinnx]dxz—zv n > n?L(n)b,
6 n=1 n=1

on déduit, d’aprés le lemme de Fatou,

ki

(59) fg(x)l: S n=2 L (n) sin nxildxé ll_m%-rr i n~2L(n)b,.
n=1

4 p—>o© n=1
Puisque Z = + 00, on a (théoréme I)
(60) > n2L(n)sinnx~xS (-L) (x—+0).
n=1 X

De (59) et (60) résulte l’assertion 2°.

3.1.5. Démonstration du théoréme XI1II. 1° On a, en vertu de 1 —cosnx =0
et d’aprés le théoréme de Beppo-Levi,

1 =] -]
Lrs n“YL(n)|a,,1:f[z
2 n=1 n=
0
L’assertion 1° résulte de cette égalité et de I'inégalité double

Ax"1L (l)< ﬁ

X n=1

n— L (n) (1 —cos nx)] Sf(x)dx.

1

1
n— L (n) (1—cos nx)<Bx"~1 L (—)
p

(l<y<3; A, B constantes positives),
démontrée dans notre article [1} (p. 88, double inégalité (11)).
2° De méme que dans le cas précédent,

T

61) %Tt i n—3L(n)la,,[=f[§ln—3L(n)(l-—cosnx)]f(x)dx.
0

n=1

Sous les hypothéses correspondantes, on a, d’aprés le théoréme I,
n=

d’ou P’assertion.

3° La partie de lassertion relative a la série (56) résulte de (61) et de
la relation (théoréme I), valable si T< + o0,

n=3L(n)(1—cos nx)~% x2S <L) (x—+0),
1 x

i n=3 L (n) (1—cos nx)N% x> (x—>+0),
n=1
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et celle concernant la série (57) de I'égalité

k13

—;—ng n—lL(n)]a,,{—f[i n"L(n)(l—cosnx)]f(x)dx
n=1 n=1
0

et de la relation (théoréme I)

i n~t L (n) (1 —cos nx)~R (-1-) (x—> +0).
x

n=1

3.2. On peut remarquer, d’aprés les démonstrations correspondantes expo-
sées, que la convergence des séries dans les énoncés des théorémes X et XI
et de I’assertion 2° du théoréme XII peut étre remplacée par la condition
que les limites inférieures de leurs suites de sommes partielles sont < -+ oo.
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