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FORMULATION COVARIANTE DES TRANSFORMATIONS
CANONIQUES DANS LA THEORIE DES CHAMPS

Dorde Musicki
(Communiqué le 20 octobre 1965)

Les transformations canoniques dans la théorie des champs sont étudiées dans la for-
mulation covariante directe, a la base du calcul des fonctionnelles et des surfaces du genre
d’espace. De cette fagon les relations générales correspondantes, 1’équation d’Hamilton-Jacobi,
les crochets de Lagrange et de Poisson et tous les invariants intégraux sont obtenus.

Introduction. — Le formalieme hamiltonien de la théorie des champs
peut étre donné dans la formulation covariante ou diréctement ou & laide
des surfaces du genre d’espace et & cette base de Donder et Weyl [1, 2] ont
obtenu les équations covariantes du champ dans la formulation directe et
Juvet et Weiss [3, 4] dans la formulation paramétrique. En utilisant le forma-
lisme paramétrique, P. Weiss [5] a introduit les transformations canoniques
dans la théorie des champs et S. Watanabe [6] et K. Roberts [7] les ont étu-
diées sous la forme générale. Dans le formalisme direct ces transformations
sont étudiées seulement pour le cas quand les transformations ont la forme
des fonctions par R. Good [8] et R. Liotta [9]. Cependant, on ne peut pas
considérer correct la plupart des résultats du premier auteur. Par exemple,
le nombre des équations qui définissent les transformations canoniques n’est
pas égal au nombre des variables inconnues, ses crochets de Poisson dans le
cas général ne sont pas invariants et n’ont aucune propriété des crochets de
Poisson et les formules - (44) et (65) sont obtenues par un calcul faux.
H. Freistadt [10] a introduit les crochets de Poisson a l’aide des surfaces du
genre d’espace, qui donne les équations du mouvement et la possibilit¢ pour
la quantization des champs.

En s’appuyant au travail précédent [11], nous étudierons les transfor-
mations canoniques dans la théorie des champs sous la forme covariante la
plus générale. Ces transformations seront définies a la base du calcul des fonc-
tionnelles et du concept de surface du genre d’espace. Leurs propriétés seront
étudies et P’application a la théorie d’Hamilton-Jacobi donnée d’une maniére
similaire que dans le cas classique. Les conditions des transformations cano-
niques peuvent étre formulées & I'aide des crochets de Lagrange et de Poisson,
convenablement définis et leur invariance démontrée. Ensuite, le concept
d’cspace de phase sera étendu au ce cas comme un espace fonctionnel ou un
espace euclidien étendu. A cette base on pourra étudier des invariants intégraux,
qui généralisent ceux de Poincaré-Cartan du premier ordre et d’ordre supérieur
sous la forme covariante.
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A la fin, je voudrais ici remercier le professeur M. A. Lichnerowicz au
Colléege de France a Paris de sa généreuse hospitalité et de I'intérét qu’il a
porté & mon travail, ainsi que 'UNESCO pour l'octroi d’une bourse, qui a
rendu possible mon séjour a Paris pendant I’année scolaire 1964—65.

1. Formalismes de Weyl et de Weiss. — Introduisons d’abord des surfaces
du genre d’espace dans D'univers de Minkowski, qui représentent la générali-
sation des surfaces f=const. On peut y employer ou quatre coordonnées
d’espace-temps x* ou un scalaire w qui définit chaque de ces surfaces et trois
parameétres u'. Dans le premier cas a chaque fonction du champ ¢/ on fait

correspondre quatre densités d’impulsion =7, équivalent dans le sens cova-
riant. On peut nommer le premier formalisme — formalisme direct ou de
Weyl et le second — formalisme paramétrique ou de Weiss.

Définissons exactement le concept de surface du genre d’espace. Imagi-
nons une surface quelconque o dans l'univers de Minkowski, formons alors
dans chaque point M de o le cone de lumiére et désignons par n* les compo-
santes contravariantes du vecteur-unité de la normale sur cette surface dans
un point M. Puisque le long de normale
seulement w est variable, on a dx*=n*3w

x et les n* sont donnés par
() o

(1.1) ne= 2%

ow

S’il existe tel ensemble des points M sur o
que la normale dans chaque de ces points

(xi) est dirigée vers la partie de temps du cone
: de lumiére (I et II), cet ensemble d’aprés
Fig. 1 Weiss est nommé — surface du genre d’espa-

ce. Les composantes covariantes n, doivent
satisfaire un systéme, qui exprime l'unité et I’orthogonalité de ce vecteur
ox* 0 x*
(1.2) Hy =1, n, =0
ow ou'
en supprimant désormais le symbole de sommation d’aprés la convention
d’Einstein. Ces équations seront satisfaites si on pose

_ow
ox*
qui donne explicitement la forme de ces composantes.

Dans les autres cas, quand la normale est dirigée vers la partie d’espace
du cone lumiére (III), I’ensemble des points correspondants est — surface du
genre de temps. Si la surface o est convexe, c’est-d-dire si les n* sont des
fonctions monotones, cette surface peut é&tre toujours décomposée en trois
parties: deux surfaces du genre d’espace o, et o, et une surface du genre de
temps oy liant ces deux parties. Supposons que toutes les surfaces employées
satisfont cette condition.

Le point de départ est le principe variationnel d’Hamilton, d’oll on
obtient les équations covariantes de Lagrange

0. d 2% Y
(14 oy dx* 9y, =0 (“b'“ )

b

(1:3) Ny

]

ox®



10 Porde Musicki

Si lon introduit

(1.5 ni?:%f, H=[(nf§la— F)d*x
les équations d’Hamilton sous la forme de Donder-Weyl seront
; 3 i
(1.6) dei __3H — dy_SH
dx> 3! dx* 8ruf

Cependant, si 'on fait un changement des variables

(1.7) x*=x*(w, u'), w=const sur o;

ol o; est une de deux surfaces du genre d’espace, en posant
97
__0_4)17,

on obtient les équations de Juvet-Weiss

(1.8) m H' = [ (m§i— %) do,

dm,  SH'  dy 3H'

(1.9) =TT T T .
dw S dw 3w
Trouvons encore les relations entre ces deux formalismes covariants.
Puisque '
0L 0T Y 0P 0y
o¢la 0P 0Yla 0O Y,
et ) _
q,iza‘p Qx_znaq,fm Lpi(r):ﬂ.ai:‘)_xm i
ax* ow ox* ouw ou
les quantités w7 s’expriment en fonctions de =; sous la forme
(1.10) gy 95 9L
our oI
En multipliant cette équation par n, et en faisant la sommation par rapport 4 «
ox* 0%

x

Ny TC; = Ay N* T+ Ny —— -
® * ! « aur 0¢i(r)’
a cause de (1.2) on obtient les relations inverses
(1.11) =Ny T,
A la base de ces formules on peut passer en cas de nécessité d’un formalisme
a Pauytre.

Quant’au calcul des fonctionnelles, dans ce cas toutes les formules

conservent la forme similaire que dans le cas classique [11], mais au lieu du
volume on a une surface du genre d’espace.

2. Formule aux limites. — Dans le cas covariant I'élément d’action n’a
pas la forme linéaire et c’est la raison pourquoi on doit partir de ,,formule
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aux limites* correspondante, qui donne la variation générale d’action. Intro-
duisons d’abord les variations différentes

= ()= (x7),  Sxt—xr—x
Y= () — ! ()

et en développant LTJ" (x*+ 3 x%) en serie de Taylor, on trouve

.2) S =ni+ ¢, 8 x.

En vertu de ces relations on peut exprimer explicitement 3¢, en termes des
fonctions primaires et si I'on pose

@.n

P oY oY oy o . L 0xP
8 - T T, T = ’+8 4 —
v ox*  0Xx% ox* oxb (1399 0 x*

o xP . . .
et on transforme Yy dans ce sens, on obtient une relation entre la variation
xa
de dérivée et la dérivée de variation

0
ox*

(2.3) 8 = S\L"—Lpfgib‘xﬁ.
0 x*

D’autre part, si 'on fait varier I’élément d*x dans l'univers aussi, d’aprés
définition de variation on a
S (d* x) = dx' dx? dx? dx*—dx' dx? dx? dx*

et en développant chaque terme d(x'+3x’) en serie de Taylor, on arrive a

2.4) 5@ x)—dtx 2

xa

3 xx,

Considérons maintenant un champ qui est déterminé par n fonctions du
champ ¢ (x*) et qui peut &tre décrit par une densité de Lagrange

2.5) L= (Y4 x).
L’action correspondante a la forme
W[ L@ s ) dtx
et la variation générale de celle-ci est
(2.6) SW—=[85 Fdix+ [ F3(d*».

En vertu de (2.3) et (2.4) cette expression se transforme 2

swzf{ﬁ&wﬁ:z (—O—SQi—¢favLSxa)+
o’ 0y, 4 \OX* o x*

+o—°z8x“+0?18x’}d“x
dx* 0x*
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et en faisant intégration par parties, on obtient

@.7) SW:I[((Z@E_£ %EZ) n"+£ [a%f% Syi—
—(:i q;fﬁ—agg)sxﬂ]} dx.

A cause des équations de Lagrange le premier terme s’annule et en introdui-
sant le tenseur d’énergie-impulsion correspondant

(2.8) Ti=nido—5 7,

le deuxieme terme a laide du théoréme de Gauss peut étre transformé a
(2.9) SW = [(=f 341 —T§ 5x%) do,.

Parce que la surface o d’aprés notre convention est convexe, il est pos-
sible décomposer ¢ en deux surfaces du genre d’espace o, et o, et une surface
du genre de temps o,. Supposons encore que toutes les variations & o; sont
égales a4 zéro

(2.10) $¢i—0, Sx*=0 sur ;.

Sous cette condition Dintégrale est étendue seulement & o, et o, et si Pon
renverse encore le sens de normale sur o,, on obtient

10 sw=| [ (s 3y—T382%) dou 7.

Cest la ,formule aux limites dans le formalisme covariant de Weyl,
qui est équivalente 3 la validité des équations de Lagrange ou d’Hamilton. Si
I'on transforme cette expression a I’aide de (1.11) et (2.8) au formalisme de
Weiss, on obtient

2.12) SW=| [ sy~ F63w)do |-

Puisque cette expression a la méme forme que I’élément d’action transformé
3 la forme canonique, d’aprés les propriétés des formes de Pfaff on peut
conclure que toutes les expressions (2.12) qui différent seulement par un mul-
tiplicateur ¢ (#") ou par la variation d’une fonctionnelle G sont équivalentes,
c’est-a-dire donnent les mémes équations de Lagrange. En passant a Pexpres-
sion (2.11) et en désignant I’équivalence par ~, on a

[ (n28Yi—T§3x) dog~ [ c(w) (v dY'—T§3x*) d oy,
(2.13)
[ (z23¢'—T58x*) dog~ [ (nf 8! ~T§8x*) d o, +3G.
3. Transformations canoniques covariantes. — Considérons maintenant les

transformations des variables canoniques sur une de deux surfaces o; du genre
d’espace de la forme

G.1) V=Fi[o* =l »f], =F=Gi[y*nl; xf].
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Si ces transformations conservent la forme des équations d’Hamilton

s S H O SH
(3.2) dei  3H - dy _oH
a8y dxt on

on peut les nommer transformations canoniques covariantes. Ceux-ci sont
données dans le formalisme covariant de Weyl.

En s’appuyant & (2.13) on obtient immédiatement la condition nécessaire
et suffisante qu’unz transformation du type (3.1) soit canonique

(3.3) f (r78Y—TE8x8) do, = f c ) (7FdY—T38xF)do,+3G.
La génératrice G de ces transformations en vertu de (3.1) peut dépendre

seulement de Sn variables canoniques, anciennes et nouvelles. Si I'on écrit la
condition (3.3) sous la forme

fﬁ?&@"dca—%fc@iS;?dca»‘rf(CTE—Tg)BXQ dsa:S(G+ch?‘@idGa)

et on pose

(3.4) G, [V, =% x]=G+ [exi Y da,
et

(3.5) K= [T§d o,

a cause de Pindépendance de 8¢/, = et dx® on obtient

(3.6) S T N S/ SRS Y ORRAIY
3 37 oxPB

ol ¢ est la valeur moyenne de ¢ (u) sur o . En introduisant encore
3.7 Gi=n*G,,

on peut transformer ce systéme a

« OGi — 5GY
T = -, cyf=n"ng—,
SK.IJ' STC,'
(3.8)
~— oGT
CKB:KB+I1(1 _—0)(& .

Si la génératrice G] ne contient pas les dérivées par rapport a x* c’est un
systtme de 5n+4 équations ordinaires a 5n+4 inconnues @", et k}a, et
dans le cas général celui-ci représente un systéme des équations différentielles.
En résolvant le premier groupe par rapport aux 7 et en substituant dans
le deuxiéme, on obtient les ¢/ et m en qualité des fonctionnelles des varia-
bles anciennes. :
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D’une maniére similaire, écrivant la condition (3.3) sous la forme
ffq/ Bxfdca~fc;?81{;“dca+f(cTS—TE) dxBdoy,=
=3 (G—h/.Tt? vy dca)
et en introduisant
(3.9) G, [V, =t x]-G— [=iiidoa,
on arrive a
G5« 3Gj

i:_._n’ln' x>’ CT; = —

v Fom? 50
(3.10) .
cKy=Ky+n @
BT AR T g x8”

Cependant, les autres types de génératrice n’existent pas, parce qu’elles auraient
plus ou moins de variables inconnues que le nombre des équations détermi-
nant ces transformations.

4. Transformations canoniques infinitésimales. — Pour les transformations
infinitésimales
CRY P=y+3y wi—mi+3x]
définissons d’abord
(4.2) G = [V ridos,
qui donne d’aprés (3.6) pour c=1
-3 8 G(I) o i 8 G(l) 1
Ry T = S =y, Mgl ——r =ny Y
3! dr;

C’est une transformation identique. La génératrice des transformations infinité-
simalcs 2lors peut s’écrire sous la forme

(4.3) G~ [Yrido,+eG[, ni; x7]
d’ou il suit

7

B e N Y
Ry Tp =Ny T + € 84}“ na‘l)':nozq)‘jLaﬁEa’
i

=2

donc, en posant 3 G/3ni~S G/dn}
3G 3G

- —_— %
o dni=—¢n et
; 3

(4.4) P =en*

Introduisons maintenant la variation d’une fonctionnelle quelconque
(4.5) SF=F[Y, =f; x]—Fly, =i; 2]

Dans ce cas, en développant F[{i+ 8¢/, i +3n¥; x*] en une serie de Taylor
sur o; ([12], p. 25)

FIU+80, =7 8nf xd] = FLy, % x4+ f (w%ﬁwﬁ 8F>dc,
(‘yl

o
i
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on obtient
(4.6) d F=<[F, G],

ol le symbole [ ] représente le crochet correspondant de Poisson.

Cependant. dans ce formalisme covariant on ne peut pas cosidérer I'é-
volution du champ comm~ une suite de transformations canoniques, parce que
le concept de trajectoire est lié & paramétre w de Weiss.

5. Méthode &’Hamilton-Jacobi. — Effectuons maintenant une telle trans-
formation canonique qui annule identiquement la nouvelle fonction d’Hamilton
et choisissons comme génératrice GT[\D’} 77 ; x*], que désignons par S*. Dans
ce cas les équations d’Hamilton dans les variables nouvelles donnent

C’est-a-dire les 7 et 7 sont des constantes du mouvement dans le sens

ow; oy’
o o0

(5.1)
Pour établir les équations correspondantes, exprimons _% dans la formule
(2.8) par Y6
Ti=mi ylo— 3% (= 41y —F6)

et trouvons K d’aprés (3.5), d’out suit une relation entre Ky et F6 sous la
forme

(5.2) Ky= [ 75 (¥ o—ng 4lo) d o+ [ Fd o

Parce que dans les variables nouvelles J6=0 et en vertu de (5.1) q;fa:O,
¢!s=0, on obtient

(5.3) K;=0.

Alors, si 'on remplace tous les = dans la fonctionnelle Kg[¢/, =7; x*] d’aprés

le premier groupe de (3.8) par %S—,, la derniére équation de ce systéme se

réduit a

05> . 38
(5.4) n 02 Ky | 4,02 x| =0
0xB 3
Ces quatre équations représentent les équations covariantes d’Hamilton-
-Jacobi sous la forme fonctionnelle. Dans ce cas & chaque coordonnée x* on
fait correspondre une équation de ce type, ol au lieu de fonctionnelle H figure
une des fonctionnelles Kj et c’est la différence principale entre le cas classique
et le cas covariant.
Supposons que nous avons trouvé d’une maniére quelconque une solution
de I'équation (5.4) sous la forme

(5.5) 57— S [y (x), af (xv); %],
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ol a? sont des fonctions de x* telles que
0a?

5.6 g

S o xP 0

Si I'on identifie les fonctions af & =f, le systéme (3.8) passe a

a[li q® %@ 8l g B
(5.7) SS [4{7,_‘{59 x] ‘—_TC?‘, n:zn‘3 SS [q)’gl;x]_:

3¢ Sa;i

chi.

Cest un systtme des équations ordinaires ou différentielles selon que la
fonctionnelle S* contient les dérivées par rapport & x* ou non. En résolvant
le dernier groupe par rapport aux ¢/ et en remplacant dans le premiér, on
obtient toutes les variables canoniques sous la forme

(5.8) up":F"[af,b";xB], 7% =G [al, b*; x8)-

Aprés avoir déterminer tous les a,e et b* A laide des conditions initiales, ces
relations deviennent des fonctions ordinaires de x®. De cette fagon on a obtenu
le théoréme généralis¢é de Jacobi: si I'on trouve une intégrale compléte des
équations covariantes d’Hamilton-Jacobi, le systéme (5.7) donne les solutions
des équations correspondantes d’Hamilton.

6. Condition nécessaire et suffisante de forme différentielle. — Exprimons
maintenant la condition nécessaire et suffisante pour une transformation cano-
nique (3.3) sous la forme différentielle. En posant

w1 L Y.L ASni(x'?]dcuL Y
SYF (x"") 3nk (x') o xB
on peut P’écrire

[ller- s o0 52 )00

+ (—fc n, wh(x") 8;);()(2:)) dc") S (X) + 1 (C Tg—

—T§—cmi (x) g%%) Sxﬁ]d":f{% S (%) +

(6.1)

oG
+ 28 sat ) dot 29 a8,
: ()] a2

Parce que les variations 3¢/, 3=} et 3x® sont indépendantes, les coefficients
correspondants doivent é&tre égaux, d’ou il suit

TR L AP
W{naﬂi (X)AC fl’lY Ttk(X ) S\l}’(x) do''t=
_ 3 «, ~ "=, Sak(xu) ”}
s (T wE [ G ae
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[ e 3G ]
STC?()C’)[ Cf k0 S (x)

LI By I 4’"( *) 4
(6.2) S () { cfnY e (x7) ]B( ) do ]

_ 3 tiy o V(! ,_‘V_(i"),
3 () [rerteo = [z 39 (x) 4}

s M e SYEED
84,.~(x){ Cf"* € (%) 37 (x) dc}'

Si ’on développe la troisiéme condition, puisque sur la surface du genre d’es-

pace on a
df(x)
Sf(x)

B2,
on arrive a
f{sq;k () Smi(x) 3¢F(x") 3wl (x")} doy =L 8ln 5 (x—x)
M) sH) sm) W@ e |

En définissant le crochet de Lagrange par

m [[8PEG) Smi(x)  S¢F(x) dmk(x))
(6.3) {u (%), v(x)}“f{ Sae) Sr(y)  wv(E)  3u(d ] dao,

et en posant
(6.4) 3g (x—x") =ngd (x—x),

on obtient sous la forme concise

(6.5) (0 (). =8 (g5 = 818, (x—).

¢
D’unc maniére semblable, & partir des autres conditions, on peut les écrire
(6.6) W Y@ =0, Axfe), = (D=0
ct ces relations représentent la forme différentielle de condition étudiée (3.3).

7. Crochets de Lagrange et de Poisson. — Introduisons encore le crochet
de Poisson

D) .y () - f [

3 u(x) Sv(x')m_ Su(x) 3Sv(x) }dc"“
BPF(x) dmE(x")  dmi(x). 3K (x")

et prenons S fonctions quelconques u; des variables canoniques. D’une maniére
similcire comme dens le cas classique, formons la somme

S= [ {u (") u; ()} [ (x7), w;(x)]d 6"

2 Publications de I'Institut Mathématique
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et décomposons celle-ci en quatre termes. En s’appuyant a (1.10) et (1.11),
on peut démontrer que

Su;(x) Bmr(x”)  Su;(x) Srl x")

Seh(x) Su(x)  dmh(x") Su(x)

ny (X" n® (x")

et a cette base on obtient ces termes dans la forme

8 uj (x,) STC[%(X,”) GI” S 7 0
’ 2=

1

SRy Sw()

8 uj (x,) 8¢k (x,”) dG”I
S (") du;(x)

(7.2)
S, =0, S,=

d’ou il suit
(7.3) J i), w (o} b (8, u, (<) d 6" =348 (x—x')-

C’est une relation entre les crochets de Lagrange et de Poisson, valable pour
tous les systémes des variables canoniques.

Si Pon pose

ul=q)1: oo ey 4}"7 Tt%’ veey Tf:, ui:¢i, uj:\pj’

on a
T e, Ve e, ¢ ede”+ [{nf ("), ¢ ()} x
x [7f (x), ¥ ()] do" =88 (x—x')

d’oll on obtient, en vertu de (6.5) et (6.6)

(7.4) [¥ (), =f (5, 7 = 87 8% (x—x')
et d’'une maniére similaire
(7.5) [V, /() 7=0,  [=F(x), nF ()5 7z=0.

Pour examiner comment se comportent les crochets de Lagrange et dc
Poisson lors d’une transformation canonique, transformons les dérivées fonc-

tionnelles de ¢* et = par rapport & u(x) et v(x') et inversement. Par exemple

Sk (x) f { Sk (x”) S (x) +8$"(X’_’)_ S (x"’)] o
Su(x) SY () Su(x)  Suf(x) Su(x)

et de cette fagon pour le crochet de Lagrange on obtient

Ao o [V BV s o iy
e, »ekin= [ [ e hroy W P

3 "pi (x,”) 3 chY (x””) i 11 Y (2770 . 871:? (x,”) 84}] ('x“”)
(7.6) +78u(x) v (x) {q) ™), 7 (x )}“"’"Jr Su(x) 3v(x)

3mf (x) 8w (x)
Su(x) Sv(x)

% ::T? (xr//), \IJj (x””)}a, s {TC? (x/u), TC_;{ (xu/l)}_q_j'g) dGII/ dG///r
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et parce que cette expression est réduite aux crochets fondamentals de Lagrange,
il suit

(1.7) lu (), v(x')}a,;:%—{u()c), Vo e

De méme, pour le crochet de Poisson de deux fonctionnelles on a

o SF 3G  tripum gyl - SF 3G
0. 6= [ [0 speom WO ¥R 500 S

ey, o (el OF 8G [ 8, 4igwn]
(7.8) x[PEm), §x )]¢,n.8ﬁ? & W) [rf (), 47 7+

3F 3G
+ 8 Y ’
8 o (x/u) STCJ (xlll

et on obtient, en vertu de (7.4) et (7.5)

)’ [TEIB (x’”), ﬁf(X””)]@E)dG’” dGIN

(7.9) [F, Gls,z=c [F, Glo, =

qui est valable pour les fonctions aussi. Donc, les crochets covariants de
Lagrange et de Poisson sont invariants par rapport aux transformations cano-

. 1 . ~
niques au facteur = respectivement ¢ pres.
c

A laide de ces crochets de Poisson on peut exprimer les équations
d’Hamilton aussi [10]. Si 'on forme les crochets de Poisson

N)i (x)’ H], [TC?((X), H],

d’aprés leur définition et en employant la fonction de Dirac, on obtient

iy AV iy ATEC) 7
110) w0 SEEL e, HL om0 g = Lm0, H-
Dans le cas des transformations canoniques (3.1) sous la forme des
fonctions, la condition (3.1) ainsi que les crochets de Lagrange et de Poisson
se réduisent aux intégrands correspondants, multipliés toujours par n*.

8. Invariants intégraux du premier ordre. — Dans cette formulation cova-
riante, pour représenter les états du champ, on doit introduire aussi le concept
d’espace de phase. Cependant, parce qu’aucune coordonnée x* ne doit pas
dtre distinguée, I'espace de phase peut &tre défini seulement par un des
ensembles suivants:

3.1 a) (V1 (x), ©f(x)), b) (¢ (x), = (x): x%)

aves les axes ordinaires pour x* Le premier type est un espace fonctionnel
et le second, A cause de valeur de x* un espace euclidien étendu.

Pour ces espaces de phase on peut définir tous les concepts géométriques
4 l'aide des paramétres correspondants ), qui doivent étre de méme nature
que les éléments d’espace. Par exemple, dans le premier type une ,ligne est
définie de cette fagon qu’a chacun élément de (8.1) on fait correspondre une
fonction A (x) et dans le second type une valeur A. D’une maniére similaire,
une ,,surfece sera définie & l'aide de deux paramétres etc.

2%



20 DPorde Musicki

Imaginons maintenant dans l’espace de phase du deuxiéme type, d’une
maniére semblable que dans le cas classique ([13], p. 115), un contour L,
« arbitraire mais fermé, déterminé a l'aide

X d’un paramétre A, et les ,,trajectoires*

qui passent a travers de chaque ,,point*

“ de ce contour. Ces trajectoires peuvent
&tre définies comme les suites des ensem-

bles (8.1) quand on change seulement le

paramétre w de Weiss. A chaque valeur

' de A correspond un point M sur L,
L, ‘ " ainsi qu’une trajectoire MM’ et un
\ M (n ey, point M’ sur L,.
\"y Si P'on intégre la ,,formule aux
limites*“ (2.11) pour toutes les valeurs
Fig. 2 correspondantes de A le long de L,
on obtient

56 SW=0= ff(n?StL"ngSxa)dca—«ggf(Tr?&L‘~T§3x9)dca,
L, L,
d’ou il suit

82 J=§ [(w3-Tisx") dou= § [(=F8U—TE5%) do,.

Ly o

Lo G;

Cette intégrale, qui peut étre nommée intégrale covariante généralisée, de
Poincaré-Cartan, est donc un invariant le long du manteau des trajectoires
dans I'espace de phase.

Pour 3 xP=0 cette intégrale se réduit a

(8.3) Ji=¢ [=i8ide,~ ¢ [ nidido,.

Ly o L, o

A Tl'aide du theoréme de Stokes, qui dans ce cas prend la forme suivante
(112], p. 158)

SEfA Sord 6 — fff{&p s 82::;)]8<pi(x)3cpk(x')dcd6',

on peut la transformer a l’intégrale de surface dans U'espace de phase en posant

Ai_[ 7, f'gn’ tpi:{ i, i§n ,

0, i>n w* i>n

d’ott il suit

(8.4) J=¢ [I80 doy— [ [3x30idoa,
L o; S o

et c’est Pinvariant correspondant de Poincaré.

Quant’aux transformations canomques pour trouver les intégrales inva-
riantes, on doit partir de la condition nécessaire et suffisante pour une trans-
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formation canonique (3.3). En intégrant cette €quation par rapport 4 A le
long d’un contour L dans Pespace de phase, on obtient

if(n?b‘qf—Tngﬁ)dG“:Eff(?r?SJ"—TSSx")dcaJr $36

et parce que 5686=0, il suit

— 1

(8.5) J==J
c

Dans le cas spécial 8xP=0 cette relation se réduit a

(8.6) Iy ==,

nz',_.

Par conséquent, les intégrales covariantes de Poincaré-Cartan et celles-ci
de Poincaré sont invariantes lors d’une transformation canonique au facteur
— pres.

C

9. Invariants intégraux d’odre supérieur. — Pour étendre ces résultats
aux intégrales d’ordre supérieur, divisons la surface du genre d’espace o; & un
trés grand nombre N de cellules, en considérant égales toutes les valeurs des
fonctions ¢/ (x) & l'intérieur d’'une méme cellule. De cette fagon le champ
considéré est remplacé par un systéme 4 nN degrés de liberté, qui donne la
possibilité établir une suite des intégrales correspondant a celles de mécanique
analytique, d’une maniére similaire que dans le cas classique.

Pour une valeur fixe de N formons des intégrales suivantes

— [ [3¢ )8t (x) d o,

S o;

O J, = [ [ [ [3¢" (x)8¢*(x")8n (x) 8= (x")d o do

SSG’G

N)

Juw = f f f f SV” (x)...3¢ "N(x("N))STC, xN.. N (x"N)) x
S’ S("N) 0'. (nN)
i % , PN
X d Cq - dO' (nN)

En introduisant les paramétres correspondants, qui définissent des hypersur-
faces, par

S () . . 8Pk (x®) 8r (x7) . . . Sl () =
oY), s Uk ), T, ., w0
oG ), @, )

Oy Ay ooty App)

on peut écrire une intégrale quelconque sous la forme

,, ' a" k)
I ), .y
©.2) Jk_f fm axzkf [ ) ) doy...do%y

o0y, ..., 2,()
S’ Q) ! (k)

ag i
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Si 'on généralise la formule correspondante de mécanique analytique ([141,
p. 64) au cas covariant, on a

sy (k)
oY), .oy e ®)) ©
f ——doy...doy=
) Oy, «+ s i)
9.3) o ok
:2‘kzi{)\v,a )\vz} {)\VJ’ 7\\:4}' v {)\‘12/(_1, 7\v2k},
oll la some est étendue 2 toutes les permutations (v;, v,, ..., v). De cette

facon chaque intégrale est exprimée par des crochets de Lagrange et en
effectuant une transformation canonique, on obtient en vertu de (7.7)

- 1
.49 S == ks l<<k<nN.
c
Donc, toutes les intégrales covariantes de Poincaré J,, J,, ..., J,y sont

. . . . 1 \
invariantes par rapport aux transformations canoniques au facteurz? pres.
c

Cependant, dans ce formalisme on ne peut pas considérer I’évolution du
champ comme une suite des transformations canoniques et le théoréme de
Liouville n’est pas valable.

Notons encore & la fin que si 'on prend pour la surface du genre
d’espace la surface t=const., Iensemble »n* devient (0, 0, 0, 1) et tous les
résultats obtenus passent aux ceux-ci du cas classique. Par exemple, dans ce
cas d’aprés (5.2) on a K, = H et la quatriéme équation (5.4) se réduit a I’équation
d’Hamilton-Jacobi dans la théorie classique des champs.
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