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1. Soit S un ensemble non vide et f une application de S dans S.
existe alors entre les équations

JUEN=fx) et x=f(x)

la connexion caractéristique suivante.
Proposition 1. Soit Papplication f telle que I'on ait f(f(x))=f(x) pour tout
x<S. Alors:

1° Si I est un élément arbitraire de S, x=f(I1) est une solution de
Péquation x=f(x) en x.

2° Si x est une solution de Péquation x =f(x) en x, il existe dans S
un élément TI tel que x=f(I0).

Cette assertion-l1a résulte immédiatement de

V) (SN =F DA (x=fID) = x=f(x);
x=f(x) = @») =)

On peut s’exprimer aussi de la maniére suivante:

En supposant la condition f?=f remplie, la solution générale de I'équation
x=f(x) est donnée par la formule

x=f(I)  (II<S).

Sous la condition f?=f, appelons P’équation x =f(x) reproductive (Lo-
wenheim [1]).

Dans ce qui suit, nous allons citer quelques exemples des applications
de la proposition précédente.

Nous allons établir tout d’abord une connexion entre les équations
x=f(x) et x=g(x), avec une application g:S—>S.

Disons que les équations x=f(x) et x=g(x) sont équivalentes si les
ensembles de leurs solutions sont égaux, c’est-a-dire si

x=f(x) < x=g(x)
pour tout x& S.
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Proposition 2. Pour toute équation

x=g(x) (g:5—>9)
qui admet au moins une solution, il existe au moins une équation reproductive
X =f(x) équivalente @ x-g(x).
Démonstration. Désignons par R ’ensemble de toutes les solutions de x— g (x).
On a, donc,
O#£RCS et xER < x=g(x).
Soit 4 S\\ R — R une application arbitraire et définissons I’applications f:85—>S
comme il suit:
S(x)=h({x), si x&S\R,
=X, si xER.

On conclut immédiatement que I'on a

1° f2=f

2° x=f(x) @ x=g(x).

La proposition démontrée donne I'idée de la possibilité de I'application
des équations reproductives a la résolution des équations quelconques.

Les équations que nous allons traiter dans ce qui suit possédent des
propriétés supplémentaires; elle sont linéaries, booliennes. Les méthodes des
solutions de ces classes d’équations sont semblables puisque pour chacune
d’elle est valable la proposition prouvée, sous forme correspondante,

2. Soit donnée une matrice carrée 4 d’ordre n sur le corps commutatif
F. 11 existe alors une matrice carrée B telle que l'on a ABA=A4, ce qui
résulte immédiatement du fait suivant: Si r est le rang de la matrice 4, il
existent deux matrices réguliers P et Q telles que A=PDQ, la matrice D

By

¢tant diagonale et avec r é&léments égaux 4 1 et tous les autres égaux a 0.
Evidemment, les équations en X

AX =0, X=(I—-BAH)X

({ matrice unité) sont alors équivalentes.

D’autre part, la seconde équation est reproductive, puisque

(I—BA)?>=I—BA
Donc, on 2:
Proposition 3. La solution générale de Péquation AX =0 est donnée par la
Sormule
X=(I—BA)TI,

ot 11 est une matrice carrée d’ordre n sur F arbitraire.

C'est en profitant du résultat précédent que I'on a obtenu la méthode
exposée dans [4], ol la matrice B, satisfait aussi & la condition de compati-
bilité avec un certain groupe G. Dans le présent article le méme résultat sera
utilisé pour aboutir & la solution générale d’une équation matricielle.



Une classe d’équations matricielles et ’équation fonctionelle f2=f 145

3. Soit P et Q deux matrices carrées d’ordre n données et soient
o (0<i<p—1; 0<<j<{q—1) les scalaires donnés. Nous allons déterminer,
sous certaines conditions, la solution générale de I’équation matricielle

1 p—1 g-—1 ; ;
(1) 20 jgooc,,P XQ/=0.
Désignons par
R(PYy=xP—o, xP71— . . . —a,
0 (Q) = X1—By 0 — - - - B,

les polyndmes minimaux des matrices P et O, respzctivement. En multipliant
I’équation (1) par PP (0<{p<{p—1) de droite et par 0° (0<<o<{g—1) de gauche
et profitant des égalités

Pr—q, PPy ... tayl,

qupq_1 Qq—1+ Ce +BOL

on obtient un systéme linéaire § en P'XQ/, ol 0<i<<p—1, 0<<j<{g—1.

Soit, par example, p(P)=x2—x, u(Q)=x2—x, les matrices P et O étant
réelles et d’ordre n, et soit (2) ’équation

PX—X0=0.
Le systtme S est alors
PX—XQ -0 P Q0
PX  —PXQ=0 Py Q°
—XQ+PXQ=0 PY; O
0=0 P, QL

Désignons par P et Q les ,,companion-matrices* [3] des polyndmes u (P)
et w(Q) respectivement, c’est-a-dire

LS

La multiplication de Kronecker [2] étant désignée par x . La matrice du systéme

S est
IxP—QxI.

Considérons de nouveau le systéme & dans le cas général. C’est un systéme
POXQO ... PPLXQ POXQ!, ..., PP XQY ..., PYXQ, ..., PPLX QL
Désignons par P°; Q°, ol 0<{p<<p—1, 0<Co<{g—1, I’équation que I'on obtient
de I'équation (1) en la multipliant par P¢ de droite et par Q° de gauche.

Supposons que les équations dans le systéme 5 soient données dans
Pordre suivant

P% Q) P Q% ..., PP Q0
PO Q, P4 QL ..., P Q1
PY Q¢! Py Q1 ..., PPl Qo

10 Publications de I'Institut Mathématique
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La matrice 4 du systtme S est alors
p-1 g-1 — .
@ A='S S o;Qix P,
i=0 j=0

les matrices P et Q étant ,,companion-matrices* des polyndmes w (P) et . (Q),
c’est-a-dire

010-.-0 01 0---0
_loo1...0 _loo1..-0
P=loo0o0...0 ; 2=loo00-..-0

Xy Oy Ayeos Up—y Bo B By--- By—1

le symbdle X désignant la multiplication de Kronecker.

Remarque. On démontre la formule (2) par un calcul facile pour les
équations de la forme
PiXQ/=0.

Elle est aussi valable pour I’équation (1), étant donné que l'addition et la
multiplication par scalaire conservent la validité de (2).

Etendons Densemble de toutes les matrices sur le corps commuiatif
considéré en introduisant les , ,matrices** possédant une colonne et pg lignes
et dont les éléments sont des matrices d’ordre n. Appelons telles ,,matrices*‘—
matrices matricielles. Introduisons ensuite le produit d’une matrice arbitraire
d’ordre pg avec une matrice matricielle d’aprés la régle ligne-colonne (de la
maniére ,,habituelle*‘). Le résultat est aussi une matrice matricielle.

Par exemple, on a

010 L M
1 0 1 M |=]| L+N
110 N L+M

aves les matrices L, M, N arbitraires sur le corps commutatif F.
La matrice matricielle de la forme

n
PII
Pr-111
mQ
PIIQ
Pr-iTiQ

I Qa1
PTI Qa—1

Pp—1TI Qu—!

ou IT est une matrice quelconque d’ordre n, sera appelée matrice exceptionnelle.
Disons que la matrice C d’ordre pg est stable si le produit de C et une
matrice exceptionnelle est toujours une matrice exceptionnelle.
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Exemple. La matrice 4 du systéme S est une matrice stable.

On établit immédiatement que la somme et le produit des matrices
stables, de méme que le produit d’un scalaire et une matrice stable, sont
matrices stables.

Désignons par
w(A) = X"+ Y XTH - Y

le polyndme minimal de la matrice A. Définissons la matrice B comme
il suit:

1° Si y,#0, alors B= —yg ' (A1 4y, A" 24 - -« 4y, ).

2° Si yy=0, v,#0, alors B= —yi (4™ 24y, A"+ - - - +,1).
La matrice B satisfait aux conditions:

[° ABA=A.

2° B est une matrice stable.

En s’appuyant sur ce fait-la et sur la proposition 3 on obtient le
théoréme suivant:

Théoréme. La solution générale en X de I'équation

p—1 g—1 . .
Z O(,'j P’ XQj: 0
i=0 j=0
est donnée par la formule
X I
PX PII
PPty Proiqg
X0 no
PXQ PII
3) | —u—Ba) e,
Pr-1XQ Pr-iTiQ
A’Q’q—1 néq__l
PXQa—1 PIIQa—!
Pr—1XQq— Pr—1T1Qa-!

ou Il est une matrice arbitraire d’ordre n sur le corps commutatif F sous I’hy-
pothése suivante:

Yo70 ou yy=0, v,7#0.
Corollaire. Si v,7#0, alors I’équation (1) n’admet que la solution triviale X = O.

Exemple. Pour I'équation PX=QX, avec p(P)=x2—x, w(Q)=x*—x. nous
avons

, wA)=x*—x, B=A.

o o o o
[ R
—

10*
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La formule (3) conduit & la solution générale de I’équation considérée
sous la forme

X=II—-PIO-TIQ+2PIIQ
avec une matrice IT arbitraire.

3. L’équation fonctionnelle f?=f, c’est-d-dire la proposition 1 peut
étre appliquée 4 la résolution des équations booliennes.

Nous citons ici un exemple pour illustrer ce point-la.

Soient U, () les opérations de I’algébre de Boole B, et soit ¢ le
systtme suivant d’équations en x,, X,, ..., X,

X =x,Ne,UxU ... UX,)
=% (xUx,U ... Uxy)
X=Xy NV, UX U oo U Xpey)-
En introdusant les désignations
X=(x;, X5, ..., X)), F(X)=
=X, NEUX;U - Uy ooy X NG UXU s UXe—y))
on remplace ¢ par
©)] X=F(X).

L’équation (4) est reproductive. ce qui est aisé a vérifier, et par suite la
solution générale du systéme ¢ est donnée par

x1:£10(£2Uz3U-~-U5n)
xzzzzm(g3UE4U---UE1)
xn=5nﬂ(§1UEzU e Ugn——l)

(E; ¢léments arbitraires de B).
On a les résultats analogues dans le cas d’une treille distributive.
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